MATEMATIKA ~ PRIKLADY NA PROCVICENI

Kuzelosecky

n Rozhodnéte, jaka kuzelosecka je popsana rovnici

2’ +y* — 62+ 2y +6=0.
@ Napiste parametricky popis této kiivky.
@ Napiste obecné rovnice tecen kiivky v jejich priisecicich s osou x.
Reseni
Provedeme tpravu rovnice na uplny c¢tverec v proménné z a v proménné y a nasledné apravu na
sttedovy tvar.

(°—62+9)— 9+ (y¥*+2y+1)—1+6 = 0
(x—=3)2—9+(y+1)*—-1+6 = 0
(x=3°+(y+1)° = 4

Kfivka je kruznice se stiedem S[3 ; —1] a polomérem r = 2.

@ Jeden z moznych parametrickych popist této kruznice je
k(t)=[3+2-cost; —1+2-sint], t € (0;27).
Pocateéni bod parametrizace je [5 ; —1|, orientace kruznice je kladnd (tj. parametr probiha

kruznici proti sméru otaceni hodinovych rucicek).

[E Pro urceni prisecikti kruznice s osou z mizeme vy-

uzit napf. jeji parametrické rovnice. Y
—1+2sint = 0 1 q p
) 1
sint = = T
2
¢ c T 5w
6 6

Priseciky s osou x jsou body P = k (%) = [3+/3; 0]
aQ=Fk(F)=[B-v3;0
Smeérové vektory tecen kruznice jsou popsany vekto-

rovou funkeci
u(t) = (—2sint ; 2cost), t € (0; 27).

Smeérovy vektor tecny kruznice v bodé P je u (%) = (—1;+/3), smérovy vektor te¢ny kruznice
v bodé @ je u (37) = (—1; —V/3).
Tecna p kruznice v bodé P ma obecnou rovnici

p: \/§x+y—3(\/§—|—1):0.

Tecna ¢ kruznice v bodé ) mé obecnou rovnici

q: \/gx—y—?;(\/g—l):O
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B Kruznice mé stied S[—2 ; 3] a prochazi bodem Q[—3 ; 6]

@ Napiste parametricky predpis dané kruznice. Poc¢ateéni bod parametrizace necht je bod @,
orientace zaporna (tj. parametr bude probihat kruznici po sméru otaceni hodinovych rudi-

cek).
@ Napiste obecnou rovnici dané kruznice ve stfedovém tvaru.
Urcete soutadnice prisecikti kruznice se souradnicovymi osami.
Reseni
Parametricky popis kruznice se stfedem S[m ; n], prochézejici bodem Q[p ; ¢, s poc¢ateénim bodem
parametrizace () a se zapornou orientaci je

k(t) =[m+ (p —m)cost+ (¢ —n)sint ;n+ (¢ —n)cost — (p —m)sint], t € (0 ; 2m).

[E Dosazenim hodnot
m=-2,n=3,p—m=—-1,g—n=3

do uvedeného vztahu ziskame parametricky popis
zadané kruznice:

k(t) = [-2—cost+3sint ; 3+3 cost+sint], t € (0 ; 2).

[E Polomér kruznice je velikost tsecky SQ), tedy

r =12+ 3% = /10.

Rovnice kruznice ve stfedovém tvaru je
(z+2)*+ (y — 3)? = 10.

Souradnice prisecikil kruznice s osou y ziskdme dosazenim z = 0 do obecné rovnice kruznice.

44 (y—-3)* = 10
y—6y+3 = 0
y € {3-v63+V6}

Priiseciky kruznice s osou  jsou body [0,3 — /6] a [0,3 — /6].

Soutadnice prisec¢ikti kruznice s osou z ziskame dosazenim y = 0 do obecné rovnice kruznice.

(x+2)?2+9 = 10
??+4r+3 = 0
r € {-3;-1}

Pruseciky kruznice s osou z jsou body [—3; 0] a [—1; 0].
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B Rozhodnéte, jaka kuzelosecka je popsana rovnici

422 4+ 9y? — 8x — 36y +4 = 0.

@ Napiste parametricky popis této kiivky.

@ napiste obecné rovnice tecen kiivky, které jsou rovnobézné s primkou p: 2x + 3y +5 = 0.

Reseni
Provedeme tpravu rovnice na uplny ctverec v pro-

ménné r a v proménné y a nasledné tpravu na stie-
dovy tvar.

4r -1 +9(y—2)*-36 = 0
—1)2 —2)?
Y )
9 4
Kfivka je elipsa se stfedem S[1 ; 2], hlavni osa je
primka y = 2, vedlejsi osa je primka x = 1, velikost
hlavni poloosy a = 3, velikost vedlejsi poloosy b = 2.
Ohniska elipsy jsou body E[1—+/5 ; 2] a F[1++/5 ; 2].
Vrcholy jsou body [4; 2], [1;4],[-2;2] a[l;0].

1

@ Jeden z moznych parametrickych popist této

elipsy je
k(t) =[1 —3sint ;2 + 2cost], t € (0; 27).

Pocéte¢ni bod parametrizace je bod [1 ; 4], orientace kladna.

Smeérové vektory tecen elipsy jsou popsany vektorovou funkci
u(t) = (=3 cost ; —2sint), t € (0 ; 2m).

Smeérovy vektor tecny elipsy, kterd je rovnobézna s primkou p, je kolmy na normélovy vektor
n, = (2,3).
Vektory jsou kolmé prave tehdy, kdyz jejich skalarni soucin je roven nule. Pro urceni hodnot
parametru t, pro které je vektor u(t) kolmy k vektoru n,,, tedy fesime rovnici
u(t)-n, = 0
(—=3cost; —2sint)-(2;3) = 0
—6cost —6sint = 0

—cost = sint
cotgt = —1, sint#0
b e 3m m
4 7 4
Tecna ¢ elipsy je urcena bodem k (?jf) = [1 — 32ﬁ 12— \/ﬂ a smérovym vektorem

u () = <32ﬁ : —\/5) Normalovy vektor tecny ¢ je <\/§, 32ﬁ> ~ (2;3).
Obecna rovnice tecny /£ je: 2z + 3y — 8 + 6y/2 = 0.
Tecna m elipsy je urCena bodem £k (%’r) = [1 + 32ﬁ ;2 + \/ﬁ} a smérovym vektorem

u () = <—3—\f ; \/§> Normaélovy vektor teény m je (\/5, 32ﬁ> ~(2;3).

Obecné rovnice teény m je: 2z + 3y — 8 — 6v/2 = 0.
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n Rozhodnéte, jaka kuzelosecka je popsana rovnici
9% — 4y* + 36x + 24y — 36 = 0.
@ Napiste parametricky popis této kiivky.
@ Spocitejte souradnice prisecikii této krivky se souradnicovymi osami.
Reseni
Provedeme tpravu rovnice na uplny

¢tverec v proménné x a v proménné y
a nasledné tpravu na stiedovy tvar.

9r+2)*—4(y—3)2—-36 = 0
(@+2)° (=3° _ |
4 9 B
Kfiivka je hyperbola se stfedem
S[—2 ; 3], hlavni osa je pfimka y = 3,
vedlejsi osa je primka x = —2, velikost
hlavni poloosy a = 2, velikost vedlejsi
poloosy b = 3.

Ohniska hyperboly jsou body
E[-2—+/13;3] a F[-2+/13; 3].
Vrcholy jsou body [0 ; 3] a [—4 ; 3].
Asymptoty hyperboly jsou primky
ai, as s obecnymi rovnicemi

ar: 3x—2y+12=0
az: dr+2y=0

[E Parametricky popis této hyper-
boly je
k(t) = [-2+2cosht ; 3+ 3sinht],
teR.

[E Soutadnice priisecikt s osami uréime z obecné rovnice hyperboly dosazenim = = 0 pro priiseciky
s osou y a dosazenim y = 0 pro priseciky s osou x.

Pro urceni prusecikt s osou y tedy feSime rovnici:

—4y? 4+24y—36 = 0
y?—6y+9 = 0
(y—3)?°* = 0

Y 3

Prusecik hyperboly s osou y je bod [0 ; 3].

Pro urceni prisecikl s osou x fesime rovnici:

922 +36x—36 = 0
2 4+4r—4 = 0
—4+32 —4+4V2

= —-2x2V2
2 2 V2

T12 =

Priise¢iky hyperboly s osou « jsou body [—2 — 2v/2; 0] a [-2 + 2v/2 ; 0].
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H Rozhodnéte, jaka kuzelosecka je popsana rovnici
—92% 4+ 9y* 4 18z + 36y — 414 = 0.
@ Napiste parametricky popis této kiivky.
@ Spocitejte souradnice priseciki této krivky se souradnicovymi osami.
Reseni
Provedeme tpravu rovnice na uplny c¢tverec v proménné z a v proménné y a nasledné apravu na
sttedovy tvar.

—9(x—1)*+9(y+2)*—441 = 0
1)\2 2
O R S
49 49

Kfivka je rovnoosa hyperbola se stiedem S[1 ; —2], hlavni osa je pfimka x = 1, vedlejsi osa je ptimka
y = —2, velikost hlavni i vedlejsi poloosy a = b= 7.

Ohniska této hyperboly jsou body E[l ; =2 — 7v/2] a F[1; -2+ 7/2].
Vrcholy jsou body [1; —9] a [1; 5].
Asymptoty hyperboly jsou pfimky aq, as s obecnymi rovnicemi:

a1 rv—y—3=0

ay: v+y+1=0

@ Parametricky popis této hyperboly je:
h(t) = [1 + 7sinht ; —2 &+ 7cosht], t € R.

[E Soutadnice priisecikt s osami uré¢ime z obecné rovnice hyperboly dosazenim = = 0 pro priiseciky
s osou y a dosazenim y = 0 pro priseciky s osou x.

Pro urceni prusecikti s osou y tedy feSime rovnici:

9y? + 36y —414 = 0
44y —46 = 0

—44++/200 —44+10V2
2 B 2

Y2 = = -2+ 5\/5

Priiseciky hyperboly s osou y jsou body [0 ; —2 — 5v/2] a [0 ; —2 + 5v/2].

Pro urceni priisecikti s osou = resime rovnici:

—922 + 18z —414 = 0
x2—2x—|—46 0
r € @

Hyperbola nema priisecik s osou x.
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ﬂ Hyperbola m4 stied S[3 ; 2], hlavni osu rovnobéznou s osou z, velikost hlavni poloosy je a = 3,
velikost vedlejsi poloosy je b = 4.

@ Urcete soutradnice vrcholii a ohnisek hyperboly a napiste obecné rovnice asymptot hyperboly.
@ Sestavte obecnou rovnici hyperboly ve stredovém tvaru.
Napiste parametricky popis hyperboly.
@ Urcete soutadnice priisec¢iki hyperboly se souradnicovymi osami.
Reseni
@ Velikost excentricity hyperboly je e = va2 + b2 = /9 + 16 = 5. Ohniska hyperboly jsou body

E[-2;2] a F[8;2].
Vrcholy hyperboly jsou body [0 ; 2] a [6 ; 2].

Asymptoty hyperboly jsou pfimky a;, as s obecnymi rovnicemi:

a;: 4dr—3y—6=0
as: 4dr+3y—18=0

[&]

(=37 w-2"
9 16

S vyuzitim vztahu platného pro hyperbolické funkce odvodime parametricky popis jedné vétve

hyperboly.
z—3\? y— 2 _
3 4 B

(cosht)? — (sinht)? = 1
-3 -2
’ 3 = cosht yT = sinht
xr = 3+ 3cosht y = 2-+4sinht

Parametricky popis dané hyperboly je
h(t) = [3+ 3cosht;2+4sinht], t € R
(znaménko + u cosht pro pravou vétev hyperboly, znaménko — pro levou vétev).

@ Soutadnice priisecikt s osami uré¢ime z obecné rovnice hyperboly dosazenim = = 0 pro priiseciky
s osou y a dosazenim y = 0 pro priseciky s osou x.

Pro urceni prusecikti s osou y tedy reSime rovnici:

0)\2
1_M — 1
16
(y—2)° =

y = 2

Prusecik hyperboly s osou ¥ je bod [0 ; 2].
Pro urceni priisecikti s osou = resime rovnici:
(x—3)% 1
9 4
42> =242 -9 = 0
244+ V720 24+V16-9-5 24i12\/5_3i3_\/5
8 8 8 2

=1

T2

Priiseciky hyperboly s osou x jsou body [3 — 35 ; O} a [3 + % ; 0].
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Rozhodnéte, jaka kuzelosecka je popsana rovnici
42 +y? — 320 + 4y + 52 = 0.

@ Napiste parametrické vyjadieni této kuzelosecky.

@ Urcete soutadnice prisecikii kuzelosecky s osou x.

Napiste obecné rovnice tecen kuzelosecky v jejich priisecicich s ptimkou p: 2z +y—6 = 0.
Reseni
Provedeme upravu rovnice na uplny ¢tverec v proménné x a v proménné y a nasledné dpravu na
sttedovy tvar.

4z —4°+@y+2?%-16 = 0

(x—4)?  (y+2)°
TR TG

Kiivka je elipsa se stfedem S[4 ; —2], hlavni osa je pfimka = = 4, vedlejsi osa je pfimka y = —2,
velikost hlavni poloosy a = 4, velikos vedlejsi poloosy b = 2.

Velikost excentricity je e = v/a2 — b2 = /16 — 4 = 21/3. Ohniska elipsy jsou body E[4 ; —2 — 21/3]
a Fl4; —2+2v3].

@ Jeden z moznych parametrickych popist elipsy je
e(t) =44 2cost ; =3 +4sint], t € (0; 27).
Pocateéni bod parametrizace je bod [6 ; —2], orientace kladna.
[E Priiseciky s osou & mizeme spocitat z parametrického vyjadieni:
—2+4sint = 0

sint = -

¢ e 7T‘57T
6 6

Priiseciky elipsy s osou z jsou body k (%) =[4+V3:0ak (%”) =[4—+3:0].

Priiseciky elipsy s piimkou p ziskdme napi. kombinaci parametrického popisu elipsy a obecné
rovnice piimky. Dosadime jednotlivé souradnicové funkce parametrického popisu elipsy za x a y
do obecné rovnice piimky a vyresime vzniklou goniometrickou rovnici.

D 2r4+y—6 = 0
pNe: 2(4+2cost)+(—2+4sint) -6 = 0
4cost +4sint = 0

—1 = tgt, cost#0

N
47 4

Priseciky elipsy s pfimkou p jsou body k (2F) = [4 — V2 =2+ 2V2
ak (%) =[4+v2;-2-2V2
Smeérové vektory tecen elipsy jsou popsany vektorovou funkci
u(t) = (—2sint ; 4cost), t € (0; 27).

Smeérové vektory tecen elipsy v jejich priisecicich s primkou p jsou u (%’T) = (—\/§ ; —2\/5) ~
~(1i2)au(Z) = (V2;2v2) ~ (152).
Tecny elipsy v jejich prisecicich s primkou p maji obecné rovnice:

22 —y—10+4v2 = 0,

20—y —10—4v/2 = 0.



FA CVUT, MATEMATIKA — PRIKLADY NA PROCVICENI, Kuzelose&ky 8

n Parabola je uréena vrcholem V[—1 ; 2] a fidici pfimkou d : y = 3.
@ Urcete soutadnice ohniska a sestavte obecnou rovnici paraboly ve vrcholovém tvaru.
@ Napiste parametrické vyjadreni paraboly.
Urcete soutadnice priseciki paraboly se souradnicovymi osami.

@ Napiste obecné rovnice tecen paraboly v jejich priisecicich se souradnicovymi osami.

@ Parametr paraboly je p = 2, ohnisko je bod
F[—1;1], osa je pfimka o : z = —1.

Obecné rovnice paraboly ve vrcholovém tvaru je:
(0 + 1)2 = ~4(y - 2)

[E Zvolime parametr ¢t = x + 1. Z obecné rovnice poté
vyjadiime x a y:
r = t—1
—4(y—-2) =t
t2

= ——+2 2 | R O B
) 4 / ’ \L’
o] 1

Parametrické vyjadieni dané paraboly je:
2

t
k?(t): |jf—1;-z+2j|,t€R.

Priseciky paraboly se soutadnicovymi osami ur¢ime z parametrického vyjadifeni. Pro urceni
prusecikll s osou y reSime rovnici:
t—1 =

t =1

Prusecik paraboly s osou y je bod k(1) = [0 ; g]

Pro urceni prisecikl s osou x fesime rovnici:
t2

—— 42 =0
o+

2 = 8
] = 2v2
Priiseciky paraboly s osou z jsou body k(—2v/2) = [-2v/2 —1; 0] a k(2v/2) = [2v/2 —1;0].
@ Smeérové vektory tecen paraboly jsou popsany vektorovou funkeci

u(t) = (1;—%),7561&.

Smérovy vektor teny paraboly v jejim prisec¢iku s osou y je vektor u(1) = (1 ; —%) ~(2;-1).
Obecna rovnice te¢ny paraboly v jejim priisec¢iku s osou y je

Smérové vektory teden paraboly v jejich priisecicich s osou x jsou u(—2v2) = (1 ; /2)
a u(2v2) = (1; ~V2)
Obecné rovnice tecen paraboly v jejich priisecicich s osou z jsou:

l: V2r+y—4+v2 = 0,

m: —\/§x+y—4—\/§ = 0.
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ﬂ Rozhodnéte, jaka kuzelosecka je popsana rovnici
y? + 3z + 2y — 14 = 0.

@ Napiste parametrické vyjadieni této kiivky.

@ Urcete soutadnice pruseciki kiivky se souradnicovymi osami.

Napiste obecnou rovnici tecny ktivky, ktera je rovnobézna s primkou ¢ : 3z — 2y + 10 = 0.
Reseni
Provedeme tpravu rovnice na uplny ¢tverec v proménné y a nasledné ipravu na vrcholovy tvar.

(y+1)2+32x—-15 = 0
(y+1)? = —3(x—5)
Kfivka je parabola s vrcholem V|5 ; —1], osa je pfimka y = —1, parametr je p = %, ohnisko paraboly

je bod F [4% ; —1}, fidici prfimka je d : = = 52.

@ Provedeme volbu parametru ¢t = y + 1 a nasledné vyjadiime = z obecné rovnice:

y = t—1
—3(x—5) = t*
t2
= ——=+5
T 3—|—

Parametrické vyjadieni paraboly je

t2
k(t) = [—§+5;t—1},te]R.

[E Soutadnice priisec¢ikti paraboly s osou y ziskdme napt. dosazenim x = 0 do obecné rovnice:

Y +2y—14 = 0
—2i2\/60 _ -2 122\/15 14T
Priiseciky paraboly s osou y jsou body [O ;—1— \/15] a [0 =1+ 15}.

Y12 =

Soutadnice priisec¢iku paraboly s osou x ziskame dosazenim y = 0 do obecné rovnice:

3r—14 = 0
14 2

= —:4—

v 3~ '3

Priisecik paraboly s osou x je bod [4% ; O}.
Smeérové vektory tecen paraboly jsou popsany vektorovou funkeci
2
u(t) = <_§t ; 1), teR.

Tec¢na paraboly je rovnobézna s primkou ¢ pravé tehdy, kdyz jeji smérovy vektor a normalovy
vektor ptimky ¢ (n; = (3 ; —2)) jsou kolmé. Tedy fesime (s vyuzitim skalarniho soucinu vektort):

u(t)-ny = 0
(-3-1)-(3-—2) ~ 0
3l ;
292 = 0
t = —1
Tecna paraboly v bodé k(—1) = [42 ; —2] je rovnob&na s pfimkou g.

Obecné rovnice této tecny je
3r — 2y — 18 = 0.
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m Rozhodnéte, jaka kuzelosecka je popsana rovnici
42? —y? — 8x + 4y = 0.

@ Napiste parametricky popis kiivky.

@ Urcete pruseciky kiivky se souradnicovymi osami.

Reseni
Provedeme tupravu rovnice na uplny ctverec v pro- Y
ménné r a v proménné y a upravime s vyuzitim vzorce 4\ q

pro rozdil ¢tvercii.

4r—1)2—=(y—2)* = 0 21—
(2(x - 1) = (y-2)* = |
T T | ‘
|
2D+ E-2) Re-1)-(y-2) = 0 — o 3
: p

e+y—4)-2z—y) = 0

Kuzelosecka je singularni — slozena ze dvou rtiznobéznych piimek:
p: 20+y—4 =0
q: 20—y = 0

@ Prusecikem piimek je bod [1 ; 2], smérovy vektor piimky p je (1 ; —2), smérovy vektor piimky ¢
je (152).

Parametrické popisy primek p a ¢ jsou:

p: z=1+t q: v=1+s
y=2-2t, teR y=2+2s, se€R

[E Pruseciky piimky p se souradnicovymi osami jsou body [0 ; 4], [2 ; 0].
Prusecik piimky ¢ se soufadnicovymi osami je bod [0 ; 0].

m Rozhodnéte, jaka kuzelosecka je popsana rovnici
202 + 92 + 122 — 2y + 19 = 0.

Reseni
Provedeme tpravu rovnice na uplny ¢tverec v proménné x a v proménné y.
20z +3°+(y—-1)*=0
Této rovnici vyhovuje pravé jedna dvojice = a y. Kuzelosecka je singuldrni — jeden bod [—3 ; 1].

m Rozhodnéte, jaka kuzelosecka je popsana rovnici
Y+ 6y +9=0.

Reseni
Provedeme tupravu rovnice na uplny ¢tverec v proménné y.
(y+3)2=0

Kuzelosecka je singularni — jedna dvojnasobna pfimka: y = —3.



