MATEMATIKA — PRIKLADY NA PROCVICENI

Parametricky popis krivek

BN Je déna kiivka k(t) = 12—t +2;t* — 3t], t € R.
Nakreslete ¢ast kiivky k pro t € (—3 ; 3). Napiste rovnice tecen kiivky v bodech k(—1), k(1)
a k(2).

Reseni

Dosazenim nékolika hodnot parametru ¢ ziskdme sou- Yy

fadnice bodu kiivky k.

—_
il

Dale vypocteme souradnice priisecikti s osami = a .
Priisecik kiivky s osou x je bod, jehoz y-ova soutadnice
je nulova. Resime rovnici

P,: t—-3t=0.

Reseni jsou t¥i, t € {0, — \/3,\/5} Priseciky s osou x
jsou body k(0) = [2 ; 0], k(v3) = [5—v/3 ; 0], k(—v/3) =
[5++/3;0].

Prisecik kiivky s osou y je bod, jehoz x-ova souradnice
je nulova. Resime rovnici

P, tP—t+2=0.

o w

Tato rovnice nemé realné koteny, tedy kiivka neprotina
osu .

Smérové vektory tecen kiivky k ziskame derivovanim
kiivky k& po souradnicich:

u(t) =K (t) = (2t — 1; 3t> = 3).

V bodé k(1) = [2 ; —2] ma kiivka te¢nu p se smérovym
vektorem u(1) = (1 ; 0) a parametrickym predpisem:

p:x = 2+s
= =2, s € R.
A8~ — ——
Obecné rovnice primky p je y = —2.

V bodé k(—1) = [4 ; 2] ma kiivka tecnu ¢ se
smérovym vektorem u(—1) = (=3 ; 0) a para-
metrickym predpisem:

q: v = 4—3s

= 2, s e R.

Obecné rovnice pfimky ¢ je y = 2.

V bodé k(2) = [4 ; 2] ma kiivka teénu ¢ se smé-
rovym vektorem u(2) = (3 ; 9) a parametrickym
predpisem:

{: 02 = 4+s

= 24 3s, seR.

Obecna rovnice primky ¢ je y — 3z + 10 = 0.
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B3 Je déna kiivka (elipsa) k(t) = [4cos(t) ; 3sin(t)], t € (0 ; 27).

Nakreslete elipsu k. Napiste rovnice tecen ve vrcholech elipsy.

Reseni
Kiivka [4cos(t) ; 4sin(t)] je kruznice se
stfedem v bodé [0 ; 0] a polomérem 4.

Ktivka [3cos(t) ; 3sin(f)] je kruznice se
stfedem v bodé [0 ; 0] a polomérem 3. 3

Bod zadané elipsy k£ pro konkrétni hod-
notu parametru ¢ (zde orientovany thel)
tedy mutzeme sestrojit trojuhelnikovou dsint— — — — —
konstrukei elipsy.

\
Tecné vektory krivky k jsou t 1
—4 2 14
u(t) = (—4sin(t) : 3cos(t)), ¢ € (0 : 27) 0 2 )*
<t
Vrcholy elipsy a rovnice tecen v téchto bo-
dech:
t=0 k(0) = [4; 0] r =4,
t=5% k(3 =1[0:3] y =3, -3
t=m k(m) =[—4;0] r = —4,
t=%5  k(F)=[0;-3 y=-3
H NapiSte parametrické vyjadieni elipsy o stiedu S[4 ; —2], hlavni osou rovnobéznou s osou v,

velikost hlavni poloosy a = 4, velikost vedlejsi poloosy b = 2.

Vypocitejte souradnice prisecikii elipsy s osou = a dale vypocitejte souradnice priseciku tecen
elipsy v téchto bodech.

Reseni

Elipsa ma parametricky predpis y

k(t) =[4+2cos(t) ; =2+ 4sin(t)], t € (0 ; 2m).

Hodnoty parametru ¢ priiseciki elipsy s osou x zis- i
kédme vyfeSenim rovnice —2 + 4sin(¢) = 0. Dosa- 1

zenim feSeni rovnice (na daném intervalu) ¢; = %

aty = %’r do predpisu ktivky ziskdme priseciky T

sosou z: k(Z) =[4+V3; 0] ak(3Z)=[4—3;0]. 4

Tecné vektory elipsy jsou

u(t) = (—=2sint ; 4cost), t € (0 ; 2).

Tecna p elipsy v bodé k(%) ma smérovy vektor
w(Z) = (—1;2v/3) a parametrické vyjadient:
p:x = 44+V3—s

= 2\/5-5, s € R.

Tecny elipsy v jejich priisecicich s osou x se protinaji
na hlavni ose elipsy, coz je pfimka x = 4. Staci tedy
urcit soufadnice pruseciku tecny p a hlavni osy elipsy.
Prisecik teGen ma souradnice [4 ; 6].
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B3 Je déna kiivka k(1) = [12—1;t+1],t € R.
Nakreslete ¢ast kiivky pro ¢t € (—4 ; 4).

Ktivka je parabola, napiste rovnici osy o a tidici primky d této paraboly.
Reseni
Osa paraboly je primka o : y = 1, vrchol
je bod V[—1; 1]. d
Ridici pfimku lze ziskat z geometrickych
vlastnosti paraboly. Véta o subtangenté
a subnormale 1ika, Ze ohnisko pili soucet
subtangenty a subnormaly. 7@/__
Urc¢ime rovnici teény a normaly paraboly
ve zvoleném bodé k(2) = [3 ; 3].

S
8

Tecné vektory paraboly maji predpis
u(t) = (2t ; 1), normalové vektory maji
predpis n(t) = (—1; 2t).

Te¢na p paraboly v bodé k(2) mé smérovy vektor  Norméla m paraboly v bodé k(2) ma smérovy

u(2) = (4; 1) a parametricky predpis vektor n(2) = (—1; 4) a parametricky predpis
p:x = 3+4s m: x = 3—r
= 3+s, seR. y = 3+4r, rekl.

Prusecik teény p s osou paraboly je bod P[—5 ; 1|, prusecik normély m s osou paraboly je bod
M5 1].
Ohnisko F' paraboly je stfed tsecky urcené prisecikem tecny s osou a priisecikem normaly s osou:

:P+M:{3¢]

F
2

Ridici piimka paraboly je od vrcholu vzdalena stejné jako ohnisko, tedy rovnice ¥idici pi¥imky

djex:—%.
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Bl Je dana sroubovice k(t) = [4cos(t), — 4sin(t),2t], t € R. Osa Sroubovice je osa z, sroubovice je
levotociva, redukovana vyska zavitu je vy = 2.

Vypocitejte soufadnice pruseciku tecny sroubovice v bodé A = k(%) s ptidorysnou (soufadnico-

vou rovinou (z,y)).
Reseni z
Tecné vektory sroubovice maji predpis: p
u(t) = (—4sin(t) ; —4cos(t) ; 2), t € R.
Tec¢na p Sroubovice v bodé k(%) = [0 ; —4 ; 7] Q
méa smérovy vektor u(j) = (-4 ; 0 ; 2)
a rovnice: P,

p: x = —4s /

y = —4 Al
z = m+2s, seR.

Hodnotu parametru s, kterd odpovida pru-
seiku pfimky p s ptdorysnou (z,y) zjistime O
vyTesenim rovnice

™+ 25 =0.

Resenim je s = —5 a prusecik R piimky p s pl-
dorysnou ma soutadnice 27 ; —4 ; 0].

B Je déna kiivka k(t) = [£2; 1], t € R.

Poznamka: kiivka se nazyva semikubickd parabola.

Yy
Zjistéte, zda jsou na ktivce singularni body. Pokud ano, napiste jejich
soutadnice. 1
Reseni s
Singularni bod kfivky je takovy bod, ve kterém neexistuje tecna — tecny T |
vektor kiivky je nulovy nebo neexistuje. 4 |
Tecné vektory dané kiivky maji piedpis u(t) = (2t ; 3t?), t € R. 1 \
Pro hodnotu parametru ¢t = 0 je u(0) = (0 ; 0). Je zfejmé, Ze pro jiné iR |
hodnoty parametru teéné vektory existuji a nejsou nulové. Tedy jedinym g B
singularnim bodem k¥ivky je bod S = k(0) = [0 ; 0]. ] Z‘l x
|
|
|

\
oo

III‘IIIIII
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Je dana kiivka k(t) = [2cos(t) — cos(2t) ; 2sin(t) — sin(2t)], t € (—7 ; 7).

Zjistéte zda ma kiivka singularni body. Pokud ano, napiste jejich soufadnice.

Napiste obecné rovnice tecen a normal kiivky v bodech [1 ; 7].
Reseni
Tecné vektory dané kiivky maji predpis
u(t) = (—2sin(t) + 2sin(2t) ;
2cos(t) —2cos(2t)), t € (—m ;).

Pro urceni singularnich bodi kiivky musime
fesit rovnice
—2sin(t) + 2sin(2t) = 0,
2cos(t) —2cos(2t) = 0.

ReSenim prvni rovnice na daném intervalu
. T T

vaou te {—7?, — g,O,g,W}.

Resenim druhé rovnice na daném intervalu
. 2 27

Jjsou t e —?,0,?

Spole¢nym feSenim obou rovnic je pouze
t = 0, tedy jedinym singuldrnim bodem

kiivky je S = k(0) = [1;0].

Chybéjici soutfadnici bodi [1 ; ] douréime
vyTfeSenim rovnice 2 cos(t) — cos(

< ><\/

2t) =
Resenim jsou hodnoty t € {—g g}
)

Tecna p kiivky v bodé P = k(-7
rovnici x +y + 1 = 0.

[1; —2] ma rovnici z — y — 3 = 0, normala n v bodé P ma

Tecna ¢ kiivky v bodé Q = k(3) = [1 ; 2] ma rovnici # +y — 3 = 0, norméla m v bodé () ma rovnici
r—y+1=0.

V bodé S kiivka te¢nu nemaA.

Poznamka: ktivka se nazyva kardioida.
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E) Je dana kiivka k(t) = [1+¢; —t2; 1+ 3], t € R.

Napiste rovnice te¢ny kiivky v bodé A = k(1). Déle napiste rovnici roviny «, ktera timto bodem
prochézi a je kolma k te¢né kiivky v tomto bodé (tzv. normdlova rovina kiivky k v bodé k(1)).

Reseni
Tecné vektory krivky k maji predpis
u(t) = (1; =2t ;3t%), teR.

Te¢na p kiivky v bodé A[2 ; —1 ; 2] méa
smérovy vektor u(1) = (1 ; —2 ; 3) a para-
metricky predpis:

p:x = 2+s
y = —1-—2s
z = 243s, seR.

Rovina « je kolm& na pfimku p, tedy
smérovy vektor primky p je norméalovym
vektorem roviny «. Tedy lze snadno odvodit
obecnou rovnici roviny o:

r—2y+3z2+d = 0
Aca: 24246+d = 0 =d=-10,
a: r—2y+32—10 = 0.

E) Je dana kiivka k(1) = [t ; 2 ; €], t € R.

Napiste rovnici normalové roviny « kfivky v priseciku kiivky s osou z. Déle napiste rovnice
prusecnice této roviny s pudorysnou 7(z,y).
Reseni
Nejdrive urcime prusecik kiivky s osou z.
Bod A = k£ Nz ma soufadnice [0 ; 0 ; 7].
7. predpisu krivku je zfejmé, Ze to je bod
k(0) =10;0; 1].
Tecné vektory kiivky maji predpis
u(t)=(1;2t;e"), teR.
Te¢ny vektor kiivky v bodé A je u(0) = (1 ;
0 ; 1) a je to zaroven normalovy vektor ro-

viny a. Odvodime tedy obecnou rovnici nor-
malové roviny:

r+z+d = 0
Aca: 1+4d = 0 =d=—-1,
o r+z2z—1 = 0

Déle hledame priisecnici rovin v : x4+2—1=0 a 7©: z2=0.

Priise¢nice ma parametrické vyjadieni:

q: v = 1
y = s
z = 0, seR
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t int t 7
Bl] Je dana kiivka k(t) = COS- 5 o (_:Oi ,te -z ; N
1+sin“t " 1+sin“t 4 4

Urcete soutadnice vSech prusecikii kiivky s osou x.
Napiste obecné rovnice tecen kiivky v téchto bodech.
Reseni
Pruseciky s osou z jsou body P[? ; 0].
Pro urceni prislusnych hodnot parametru ¢ fesime rovnici

sintcost B
1+sin’t

3
sintcost =0 <= sint=0Vcost=0 <= tE{O,gﬂr,g}

Priseciky kiivky k s osou x jsou body

Pr=k(0) = [1:0, P, = k(5) = [0:0], Py = k(m) = [1; 0], Py = k() = [0:0]

int- (2 °t) 3cos’t—2 7
Tecné vektory kiivky k jsou u(t) = (_sm (24 cos”t) . 3cos )’ < T 7T>_

(1+sin*#)2 7 (14 sin®t)? 404
Obecné rovnice tecen v prusecicich s osou z jsou:

pr - x—1=0,

p2 v —y=0,

ps - r+1=0,

pys - x+y=0.

Pozndamka: Kiivka se nazyva Bernoulliho lemniskata. Obrazek neni soucasti feseni v testu.

D, y Do
D3 Dy

it

B=P, :
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B Je dana kiivka k(t) = [t*; —8¢*; 12Int], ¢ € (0 ; o).

Zjistéte, ve kterych bodech mé kiivka k teény rovnobéiné s rovinou a(A,B,C), Al ; 0 ; 0],

B[0;1:0],C[0;0;1].

Resgeni

Ptimka je rovnobézna s rovinou, pokud je jeji smérovy vektor kolmy na normalovy vektor roviny.
Nejprve uréime normélovy vektor roviny a. Smérové vektory roviny « jsou u = AB = (—1;1;0)
av=AC=(-1;0;1). Normalovy vektor roviny e jen =uxv = (1;1;1).

12
Smérové vektrou tecen kiivky k jsou u(t) = (4 3, —16t; ?>, t e (0;00).

Dva nenulové vektory jsou kolmé prave tehdy, kdyz je jejich skalarni souc¢in nulovy, tedy fesime rovnici

12
(1;1;1)-(4163;—1615;7)

3 12
410~ 161 + —

0,

Regenim této rovnice z intervalu (0 ; o) jsou t € {1 ; \/5} Tedy body privky k, ve kterych je jeji

tecna rovnobézna s rovinou « jsou

k(1)=[1;-8;0 a k(V3)=[9;—-24;6In(3)].

BB Je déna kiivka k(t) = [sin(2t) ; 1 — cos(2t) ; 2cos(t)], t € (0; 27).

Napiste soufadnice vektoru, ktery je kolmy k roviné urcené te¢nami kiivky v bodé A[0; 2 ; 0].

Reseni
Nejprve urcime hodnoty parametru ¢, pro které je k(t)
Resime rovnice

sin(2t) = 0,
1—cos(2t) = 2,
2cos(t) = 0.

Spole¢nym FeSenim téchto rovnic jsou hodnoty parametru
te{Z;%}. Tedy bod A =k(3) = k(%)

Tecné vektory krivky k jsou

u(t) = (2cos(2t) ; 2sin(2t) ; —2sin(t)), t € (0;2m).

Rovina « ur¢end te¢nami k¥ivky k& v bodé A ma smérové vektory

u(2)=(1;0;1) au(®])=(-1;0;1).

A.

O
T A Y

Vektor kolmy k roviné a je vektrovym souc¢inem smérovych vektori tecen v bodé A:

n=(1;0;1)x(=1;0;1)=(0;—-2;0).

Poznamka: Kiivka se nazyva Vivianiho okénko. Obrazek neni soucésti feseni v testu.
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RE] Urcete singuldrni body kiivky k(t) = [2sin’¢ ; 2(sin®¢t) - tgt], t € (=3 ; 2).
Déle urcete souradnice pruseciku tecen v bodech [1 ; ?].
Zjistéte, zda ma krivka asymptotu. Pokud ano, napiste jeji rovnici.
Reseni
Singularni body kiivky jsou takové body, ve kterych je teény vektor kiivky bud
nulovy, nebo neexistuje. Y

Tecné vektory krivky k& jsou

u(t) = (4 sint cost ; 2 (2 cos’ t+1)> , te (-

cos? t

).

B
ol

I

2(sin? t)(2cos? t+1)
3 = 0.
cos®t

Resime tedy rovnice: 4sintcost =0 a

Resenim obou rovnic na daném intervalu je jedind hodnota parametru ¢ = 0. Jed-
ninym singularnim bodem kfivky k& je tedy bod S = k(0) = [0 ; 0]. x

Body s z-ovou soufadnici 1 zjistime vyfesenim rovnice 2sin’t = 1. ReSenim jsou

hodnoty parametru t € {—% ; %} Hledané body jsou tedy g
P=k(-%)=1[1;-1] a Q=~k(F)=[;1].
Te¢na p kiivky k v bodé P[1 ; —1) ma&  Tefna ¢ kiivky k& v bodé Q[1 ; 1] ma _1/
smérovy vektor u(—75) = (—1;2)a pa-  smérovy vektor u(}) = (1 ; 2) a para-
rametricky predpis metricky predpis
p:x = 1—s qg:x = 1+7r
= —1+2s, s e R. y = 14 2r, r e R.

Priisecikem tecen p a @ je bod R[3 ; 0].

Pro urceni existence asymptoty fesime limity souradnicovych funkei:

lim 2sin’¢ =2  lim 2(sin®t)-tgt = —oc0 lim 2sin®’t =2 lim 2(sin’t) -tgt = +oo

s us us us
T—H—5+ T—H—5+ T—5— T—H5—

Asymptotou kiivky k je pfimka a: x = 2.

Poznamka: Kiivka se nazyva Dioklova kisoida. Obrazek neni soucasti feseni v testu.




