MATEMATIKA — PRIKLADY NA PROCVICENI
Parametricky popis ploch

BJ Je déna plocha p(t,s)=[t-s;t: s, t€R, s € R.
Napiste obecné rovnice teénych rovin plochy v bodech P[2;1; 4], Q[0;0; 1] a O[0;0;0].

Reseni

(a) Nejprve zjistime hodnoty parametri ¢ a s, jejichz dosazenim do predpisu plochy p ziskdme bod
P. Musi tedy zéaroveti platit ¢ - s = 2, t = 1, s> = 4. Jedinou odpovidajici dvojici je t = 1, s = 2.

Proto je bod P =p(1,2) = [2;1;4].

Pro urceni tecné roviny plochy v daném bodé potfebujeme dva linedrné nezavislé tecné vektory
plochy, tj. tecné vektory kiivek, které lezi na plose a danym bodem prochazeji.

Zavedeme si tedy tzv. t-kifivku a s-kiivku plochy p, které prochézi bodem P.

Zvolenim konkrétni hodnoty parametru s, v nasem ptipadé s = 2, ziskdme predpis kiivky

k(t) = p(t,2) = 2t 5 15 4]

(pfimka v roviné z = 4).

Te¢né vektory kiivky k jsou k'(t) = (2 ; 1 ; 0). Potiebujeme tecny vektor v bodé P = k(1), tedy

E'(1)=(2;1;0).

Zvolenim konkrétni hodnoty parametru ¢, v nasem ptipadé t = 1, ziskdme pfedpis kiivky

U(s) =p(l,s) =[s:1; 5]

(parabola v roviné y = 1).

Te¢né vektory kiivky ¢ jsou ¢'(s) = (1 ; 0 ; 2s). Potfebujeme tecny vektor v bodé P = ((2), tedy

0'(2)=(1;0;4).

Te¢na rovina « plochy p je uréena bodem P a vektory k’(1), ¢/(2). Parametrické rovnice roviny a jsou

o T =
y = 1 + wu
z = 4

Obecnéa rovnice roviny « je

+ 4o,

2 + 2u + w

u€eR,veR.

a: 4dr—-8y—z+4=0.

(b) Obdobné budeme postupovat i pii uré¢ovani teénych rovin v bodé (). Vyfesenim rovnic t-s = 0,
t =0, s* =1 zjistime, ze Q = p(0,1) = p(0,—1). V bodé Q miiZe tedy plocha p mit dvé te¢né roviny.

Zvolenim hodnoty parametru s = 1 ziskdme
predpis t-ktivky

B = p(t ) = [t 05 1]
Tecné vektory kiivky k jsou &'(t) = (1;1;0).
Teény vektor v bodé @ je k'(0) = (1;1;0).
Zvolenim hodnoty parametru ¢t = 0 ziskame
predpis s-kiivky

((s) = p(0.5) = [050; 2]
Tecné vektory kiivky ¢ jsou £'(s) = (0; 0 ; 2s).
Te¢ny vektor v bodé @ je ¢'(1) = (0;0; 2).

Parametrické rovnice tecné roviny [ plochy

v bodé @ jsou
G: x =0+ u
y=0+u
z =1 + 2v,

Obecna rovnice je f: © —y = 0.

u€eR,veR.

Zvolenim hodnoty parametru s = —1 ziskame
predpis t-kiivky
m(t) = p(t,—1) = [t ; t; 1].
Te¢né vektory kiivky m jsou m/(t) = (=1;1;0).
Te¢ny vektor v bodé @ je m'(0) = (—1;1;0).
Zvolenim hodnoty parametru ¢t = 0 ziskdme
predpis s-ktivky
((s) = p(0,5) =[0;0; s%.
Te¢né vektory kiivky ¢ jsou ¢'(s) = (0 ; 0 ; 2s).
Te¢ny vektor v bodé @ je ¢'(—1) = (0;0; —2).
Parametrické rovnice tecné roviny -~ plochy
v bodé @ jsou
v oz =0—u

y =0+ u
z =1

Obecna rovnice je v: x +y = 0.

— 2v, veR,vel.
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(c) Vyfesenim rovnic t-s =0, t = 0, s*> = 0 zjistime, Zze O = p(0,0).
Zvolenim hodnoty parametru s = 0 ziskdme predpis t-kiivky
K(t) = p(t.0) = [0 ¢ 0].
Te¢né vektory kiivky k jsou k'(t) = (0;1;0). Te¢ny vektor v bodé O je k'(0) = (0;1;0).
Zvolenim hodnoty parametru ¢ = 0 ziskame predpis s-krivky
{(s) =p(0,5) =[0;0; s%.
Te¢né vektory kiivky ¢ jsou ¢'(s) = (0; 0 ; 2s). Te¢ny vektor v bodé O je ¢/(0) = (0;0;0).

Vektor ¢/(0) je nulovy. Bod O[0 ; 0 ; 0] je proto singuldrni bod plochy a te¢né rovina v ném neexistuje.

z

Pozn.: Plocha je parabolicky konoid nebo téz Whitneyho destnik. Na obrazku je znazornéna c¢ast
plochy p pro hodnoty parametri t € (—5,5), s € (—2,2).

Zelené jsou na obrazku znazornény s-kiivky (paraboly), modie pak ¢-kiivky (piimky).
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E Je dana plocha

p(t,s) = [<3+tCOS§> COS S ; (3+tCOS§> Sins;tsing , teR, se(02m).

Urcete te¢nou rovinu plochy v bodé P = p(1,7) =[-3;0; 1].
Reseni
Zvolenim hodnoty parametru s = 7 ziskdme ptedpis t-kiivky k() = p(t,m) = [-3 ; 0 ; t]. Te¢né
vektory kiivky k jsou k'(t) = (0; 0 ; 1). Teény vektor v bodé P je k'(1) = (0;0; 1).
Zvolenim hodnoty parametru ¢t = 1 ziskame predpis s-kiivky

l(s) =p(l,s) = [(3 + cos %) COS S ; (3 + cos %) sin s ; sin %} .

Tecné vektory kiivky £ jsou

E’( ) 1 . s <3+ s> . 1 . s . +<3+ 5) 1 S
S) = —— +SlIl — - COS S — COS— |SIns; ——-S1ln — -s1n s COS—- | COSS ; — - COS— .
2 2 2 2 2 2 "2 2

1
Tecny vektor v bodé P je ('(r) = <§ ;=3 0).

Parametrické rovnice te¢né roviny plochy p v bodé P jsou

T x = —3 + SU
y = 0 + —3u
z = 1 + v u€eR,veR.

Pozn.: Plocha se nazyva Mdbiuv prouzek. Na obrazku je znazornéna c¢ast plochy pro hodnoty para-
metri s € (0;2m), t € (=2 2).
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2 2
x z
H Napiste parametrické vyjadieni rotacniho elipsoidu, ktery vznikne rotaci elipsy — + 9 = 1,

16

leZici v narysné v(z,z)
(a) kolem osy z (zplostély elipsoid),
(b) kolem osy x (protahly elipsoid).

Reseni
(a) Parametricky popis poloviny elipsy — polomeridianu rota¢ni z
plochy je

) T

m(t) = [4cost ;0 ;3sint], te <——,—>.
2°2

Otéacenim bodu kolem osy z vznika kruznice v roviné rovnobézné T
s pudorysnou 7. Parametricky popis takové kruznice — se sttedem k
S[0; 0 ; a] a polomérem r je M

k(s)=|r-coss;r-sins;al.
Volbou konkrétni hodnoty parametru t, € (—3.,3) ziskdme <L
soufadnice bodu M merididnu m
M = m(ty) = [4costy ; 0; 3sinty).

Bod M se pfi rotacnim pohybu kolem osy z pohybuje po rovnobézkové kruznici k se stfedem
[0;0; 3sinty] a polomérem 4 costy, kterd mé parametricky predpis

k(s) = [dcosty-coss ;dcosty-sins ; 3sinty], s € (0,27).

r r a

m

Parametricky popis plochy — zplostélého elipsoidu — je
p(t,s) = [dcostcoss;dcostsins ; 3sint], t€ <—g,g> , s €(0,2m).

(b) Parametricky popis poloviny elipsy — polomeridianu rota¢ni m
plochy je

m(t) = [4cost;0;3sint], te (0,m).

Otacenim bodu kolem osy x vznika kruznice v roviné rovnobézné
s bokorysnou . Parametricky popis takové kruznice — se sttedem

S’[b; 0 ;0] a polomérem 7’ je Y
l(s)=1[b;r" -coss;r - sins. T
Volbou konkrétni hodnoty parametru ¢y € (0,7) ziskame sourad- 4

nice bodu M meridianu m
M =m(ty) = [4costy ; 0 ; 3sinty].

Bod M se pii rotacnim pohybu kolem osy z pohybuje po rovnobézkové kruznici ¢ se stfedem
[4costy ; 0;0] a polomérem 3sinty, kterd mé parametricky predpis

U(s) = [4costy ; 3sintg-coss ; 3sinty -sins], s € (0,27).

/

b ! r
Parametricky popis plochy — protahlého elipsoidu — je
p(t,s) = [4cost ; 3sintcoss ; 3sintsins|, te€ (0,m), s € (0,2m).
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22 2
n Napiste parametrické vyjadieni elipsoidu — + =— 4+ — = 1.
16 9 25
. . . X .3 .rV3
Urcete tecnou rovinu plochy v bodé P[0 ; 5 ; 55°].

Reseni

Plocha je trojosy elipsoid se stfedem v bodé O[0 ; 0 ; 0] a velikostmi poloos 4, 3 a 5 (na osach z, y
a z). Nejprve parametricky popiSeme kiivky na plose, které lezi v narysné v(x,z) a bokorysné p(y,z).

V narysné lezi elipsa
n(t) =[4cost ;0 ; 5sint], t¢€ (0;2m).
V bokorysné lezi elipsa

m(t) =[0; 3cost; 5sint], t e (0;2m).

V rovinach rovnobéznych s piudorysnou lezi na plose
elipsy, které maji hlavni vrcholy na elipse n a vedlejsi
vrcholy na elipse m.

Parametricky popis libovolné elipsy e, ktera lezi v roviné
rovnobézné s ptidorysnou, ma stied S[0 ; 0 ; v], hlavni osu
rovnobéznou s osou x, vedlejsi osu rovnobéznou s osou v,
velikost hlavni poloosy a a velikost vedlejsi poloosy b, je
e(s) =[a-coss;b-sins;v], s € (0;2m).

Volbou konkrétni hodnoty parametru ty € (—3,5) zis-

kame souradnice bodu N na elipse n a bodu M na
elipse m:

N4 costy ;0 ; 5sintyl, M]I0 ; 3costy ; Hsinty). 5

Elipsa e, ktera lezi v roviné rovnobézné s pudorysnou, bod N je jeji hlavni vrchol a bod M je jeji
vedlejsi vrchol, ma parametricky predpis e(s) = [4costy-coss ; 3costy-sins ; bhsinty|, s € (0 2m).
j p ¥ pedpis e(s) g 0 0 (05 2m)

a b

Pro popis elipsoidu staci pouze poloviny elips m a n. Parametricky popis trojosého elipsoidu je

p(t,s) = [4costcoss;3costsins ; hsint], s€ (0;2m),t¢€ <

3

k(t)=p (t,%) =[0;3cost; bsint], t € <—g,g> )
Tecné vektory kiivky k jsou k'(t) = (0; —=3sint ; 5cost), t € (—1.2).
Tecny vektor kiivky k v bodé P je k'(%) = <0 L33 5>.

2 12

Bod P = p(%,5). Volbou hodnoty parametru s =

Volbou hodnoty parametru ¢ = % ziskame predpis s-ktivky prochézejici bodem P:

3
3 3
l(s) :p<g,3> = [2(3053 ; asins ; 5%] , s €(0;2m).

Tecné vektory krivky £ jsou '(s) = (—2sins; 3 coss; 0), s € (0; 2m).

Tecny vektor kiivky ¢ v bodé P je /'(3) = (=2;0;0).

Tecnéa rovina elipsoidu mé rovnice:

7: x = 0—2
3 3\/§
= ——3—u

y 27 779

5
z = 5—+§u, ueR,veR

T
272

ziskame predpis t-kiivky prochézejici bodem P:
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2 2
z
H Napiste parametrické vyjadieni plochy, ktera vznikne rotaci hyperboly % - = 1 lezici v bo-

korysné 1(y,z)
(a) kolem osy z (jednodilny hyperboloid),
(b) kolem osy y (dvojdilny hyperboloid).

Daéle napiste parametrickd vyjadreni pfislusnych asymptotickych kuzelovych ploch (tj. ploch,
které vzniknou rotaci asymptoty hyperboly kolem stejné osy rotace).

Reseni
Postup je obdobny jako pii odvozovani parametrického popisu rotac¢niho elipsoidu.
(a) Parametricky popis polomerididanu (tj. jedné vétve zadané hyperboly) je

m(t) =[0; 3cosht;2sinht], ¢¢€ R.

Body hyperboly opisuji kruznice v rovindch rovnobéznych s ptidorysnou 7(x,y). Parametrické vyja-
dfeni jednodilného hyperboloidu proto je

p(t,s) = [3cosht-coss;3cosht-sins; 2sinht], t€R, s (0;2m).
(b) Parametricky popis polomeridianu (tj. poloviny z kazdé vétve zadané hyperboly) je
m(t) =[0; £3cosht ; 2sinht], t € (0;+00).

Body hyperboly opisuji kruznice v rovinach rovnobéznych s narysnou v(z,z). Parametrické vyjadieni
dvojdilného hyperboloidu proto je

q(t,s) = [2sinht - coss ; £3cosht ; 2sinht-sins], t € (0;+00), s € (0;2m).

2
(c) Jedna z asymptot zadané hyperboly mé parametricky popis a(t) = [0 it gt] , teR.

2
Otéacenim kolem osy z vznikne kuzelova plocha [t cos s ;tsins ; gt] , teR,se€(0;2n).

2 2
Otéacenim kolem osy y vznikne kuzelova plocha lgtcoss it gtsin s] , teR,se(0;2m).

Na obrazcich jsou c¢asti ploch pro hodnoty parametrt ¢ a s:

jednodilny hyperboloid: dvojdilny hyperboloid:
te(—2;2),se(5;2m te(0;2),se€(0;2nm)
asymptotickd kuzelova plocha: asymptotickd kuzelova plocha:

te(—12;10), s € (0 27) te(=10;12), s € (3 ;2m)
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[ Napiste parametrické vyjadieni Kiipperova konoidu, jeho fdici kruznice k : (z—2)2+(y—2)2 =
= 4 lezi v pudorysné m(x,y), Fidici pfimka ¢ prochazi bodem [2; 0 ; 0] a je kolm& k ptudorysné,
fidici rovina je ¢ : y+ 2z = 0.

Pozn.: Kiipperiv konoid je pfimkova plocha, jejiz povrchové primky protinaji fidici kruznici k,
fidici primku ¢ a jsou rovnobézné s fidici rovinou .

Reseni
Nejprve sestavime parametrické popisy rtidicich atvari “
plochy /

k(t) = [242cost;2+2sint; 0], t € (0; 2m),

lu) = [2;0;u],ueR.

Na kruznici k zvolime libovolny bod A, kterym chceme vést
tvorici pfimku plochy. Bodem A tedy prolozime rovinu «
rovnobéznou s fidici rovinou ¢ a sestrojime prisecik B
roviny « s Fidici pfimkou /. Pfimka p = AB ma pozado-
vané vlastnosti — protina oba fidici utvary a je rovnobézna
s Tidici rovinou.

Volbou konkrétni hodnoty parametru tq € (0 ; 2m) ziskdme
soufadnice bodu A[2 + 2 costy ; 2+ 2sinty ; 0].

T
Uréime rovnici roviny «|¢ a prisecik roviny « a pfimky /.

o y+z+d = 0
Aca (24 2sinty) +0+d = 0
d = —(2+2sintp)
“ y+z—(2+2sint) = 0 Na obréazku je znazornéna ¢ast plochy pro
B=ant: u— (24 2sintg) = 0 hodnoty parametri
u = (24 2sintp) te(0;2m),se(0;1).
B[2;0; 2+ 2sint] z

Pozn.: Rovina ¢ (a také pomocna rovina «) svira thel 45°
s rovinou kruznice k i s primkou ¢. To je vlastnost, kterou
bychom mohli vyuzit pro popis povrchové piimky p bez
pocitani pruseciki a a ¢ — y-ova souradnice bodu A musi
byt stejna jako z-ova souradnice bodu B.

Smérovy vektor primky p je

B— A= (—2costy; —(2+ 2sinty) ; 2+ 2sinty).

Paprametricky popis ptimky p je
p: x = 2+4+2costy— (2costy) - s
= 2+ 2sinty — (24 2sinty) - s
z = 0+ (2+2sinty) - s, s € R.

Parametricky popis Kiipperova konoidu je

p(t,s) =[24 2cost — s(2cost) ; 2+ 2sint — s(2 4 2sint) ; s(2 4 2sint)], t € (0;2m), s € R.
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8

NapisSte parametrické vyjadieni plochy tec¢en sroubovice bodu A[4 ; 0 ; 0]. Pravotocivy sroubovy
pohyb je urcen osou o = z a redukovanou vyskou zavitu vy = 2.

Pozn.: Plocha tecen Sroubovice je primkova plocha, kterou tvori vSechny tecny zadané sroubo-

vice.

Reseni
Parametricky ptredpis zadané sroubovice bodu A je
k(t) = [4cost ; 4sint ; 2t], t € R. Teéné vektory této
Sroubovice jsou k'(t) = (—4sint ; 4cost ; 2), t € R.
Volbou konkrétni hodnoty parametru ¢, € R ziskdme
soufadnice bodu Sroubovice Pl4costy ; 4sinty ; 2t
a smérového vektoru tecny sroubovice v tomto bodé
(—4sinty ; 4costy ; 2). Parametricky popis tecny p
dané sroubovice v bodé P je

p: x = 4dcosty—4sinty- s

= 4sinty+4costy- s
z = 2lg+ 2s, seR.

Parametricky popis plochy tecen Sroubovice bodu A je
p(t,s) = [dcost — 4ssint ; 4sint + 4scost ; 2t + 2s],
teR,sel.

Na obrazku je zobrazena ¢ast plochy
(jeden zéavit) pro hodnoty parametrt
te(0;2m), se(—2;2).
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ﬂ Napiste parametrické vyjadieni plochy sv. Jilji. Plocha vznikne Sroubovym pohybem kruznice
k: (z—2)%+ 2% =1, kterd lezi v narysné v(z,z).
Pravotocivy sroubovy pohyb je urcen osou o = z, redukovana vyska zavitu je vg = %
Reseni
Parametricky popis zadané kruznice je k(t) = [2 + cost ; 0 ; sint],
t € (0;2m).

Parametricky popis Sroubovice bodu Bla ; 0 ; b, kterd méa osu
o = z a redukovanou vysku zavitu vy je

{(s)=la-coss;a-sins;b+uvy-s],s€R.
Volbou konkrétni hodnoty parametru ¢y, € (0 ; 27m) ziskdme

soufadnice bodu A kruznice k: A[2 + costy ; 0 ; sintg]. Sroubovice
bodu A ma parametricky popis:

3
l(s) = l(2—|—cost0)-coss i (24 costy)-sins ;sinty+ = -s] ,s € R.

a
U

S

Parametricky popis sroubové plochy sv. Jilji je

3
p(t,s) = {(2 + cost)coss; (2+ cost)sins ; sint + 53} )

t € (0;2m), s €R.

Na obrazku je zobrazena ¢ast plochy
(jeden z&vit) pro hodnoty parametri
t € (0;2m), s e (0;2m).
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ﬂ Zjistéte, jaka plocha je popsana rovnici
92% + 4y* — 42% — 362 — 24y — 82 + 32 = 0.
Urcete parametrické vyjadieni kiivek plochy v rovinach
a:y=3, [f:rz=-—1.
Reseni
Upravime obecnou rovnici plochy na stfedovy tvar.

2?4+ 4y* — 42 — 360 — 24y —82+32 = 0
(922 — 362) + (4y® — 24y) + (—42°> —82)+32 = 0

Iz —2)? +4(y —3)* —4(z + 1) : 36

(-2 (-3 (+1)* _
e

Plocha je jednodilny elipticky hyperboloid se stiedem S[2 ;3 ; —1].

V roviné o : y = 3 lezi na plose hyperbola k s parametrickym predpisem

k(t) = [£2cosht+2;3;3sinht — 1], t € R.

V roviné f: z = —1 lezi na ploSe elipsa ¢ s parametrickym pfedpisem
0(s)=[2coss+2;3sins+3; —1], se€(0;2m).
m Je dana plocha
p(t,s) = [tcoss,(t —4)*tsins], t € R, s € (0,27).

Napiste obecné rovnice tec¢nych rovin plochy v bodech

P=p(00), Q=p (8%) .

Reseni
(a) Uréime soufadnice bodu P = p(0,0) = [0 ; 16 ; 0].
Volbou hodnoty parametru s = 0 ziskame predpis ¢-krivky

k(t) =pt0)=1[t; (t—4)*;0],teR.
Te¢né vektory kiivky k jsou k'(t) = (1;2(t —4);0),t € R.
Te¢ny vektor v bodé P je k'(0) = (1; —8;0).
Volbou hodnoty parametru ¢t = 0 ziskdme pfedpis s-krivky

((s) =p(0,s) =[0; 16 ; 0].

Kfivka se redukuje na bod, ¢(0) = (0;0; 0).
Bod P je singularni.
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(b) Uréime soufadnice bodu Q = (8,5) = [0;16; 8].
Volbou hodnoty parametru s = 7 ziskdme predpis ¢-kiivky
k) =p(t5) =10 (=424, t € R,

Tecné vektory kiivky k jsou k(1) = (0;2(t —4);1),t € R.
Tecny vektor v bodé @ je £'(8) = (0;8; 1).
Volbou hodnoty parametru ¢ = 8 ziskdme ptedpis s-kiivky

0(s) = p(8,s) = [8coss ; 16 ; 8sins|, s € (0,27) .
Tecné vektory kiivky ¢ jsou ¢'(t) = (—8sins ; 0; 8coss), s € (0,27).
Tecny vektor v bodé @ je £'(3) = (=8;0;0).

Normaélovy vektor tecné roviny 7 ziskdme jako vektorovy soucin

k’(@xé’(f):(0;8;1)><(—8;0;0):(0;—8;64)N(o;—l;s).

2
Urc¢ime obecnou rovnici roviny 7.
T: —y+8+d = 0
RQer: —-164+64+d = 0
d = —48
T: —y+82—-48 = 0

m Napiste parametrické vyjadieni kruhového konoidu.

Ridici ptilkruznice lezi v narysné nad osou z, k: (x — 6)? + 22 = 36,

fidici ptimka ¢ = PL, P[8;9;0], L[0;9; 8],
fidici rovina je bokorysna ¢ = u(y,z).
Reseni
Parametrickd  vyjadreni fidici pulkruznice
a primky jsou
k(t) = [6cost+6;0;6sint], t € (0,m1),
lu) = [8+u;9;—ul, ueR.

Na kruznici k zvolime libovolny bod A, kterym
chceme vést tvorici pfimku plochy. Bodem A
tedy prolozime rovinu « rovnobéznou s tidici ro-
vinou ¢ a sestrojime priisecik B roviny « s fidici
pfimkou /. Pfimka p = AB méa pozadované vlast-
nosti — protinéa oba fidici utvary a je rovnobézna
s Tidici rovinou.

Volbou konkrétni hodnoty parametru
to € (0 ; ) ziskdme soutadnice bodu

Al6costy+6;0; 6sintg).

Uréime rovnici roviny | p.

o r+d = 0
A€ a: 6costo +6+d = 0
d = —(6costy+6)

a: x— (6costg+6) = 0
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Prisecik B roviny a a piimky /:

0
6costy — 2

(84 u) — (6costy + 6)
u

Bl6costy+6;9; —6costy+ 2]
Smeérovy vektor tvorici piimky p je

B—A=(0;9; —6sinty — 6costy+ 2).

Parametricky popis pfimky p je

p: x = 6costy+6
y = 0+9s
z = 6sintyg+s-(—6sinty —6costy+2), s€R

Parametricky popis kruhového konoidu je

p(t,s) = [6cost +6;9s;6sint+s-(—6sint — 6cost + 2)], t € (0,m), s € R.

Na obrézku je znézornéna ¢ast plochy pro hodnoty parametri t € (0,7), s € (0,1).

e
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m Zjistéte, jaka plocha je popsana rovnici

1622 4+ 9y* — 36y — 108 = 0.

Urcete parametrické vyjadieni kiivek plochy v rovinach

a:x=0, f:z=4.

Reseni
Upravime obecnou rovnici plochy na stredovy tvar.
162% +9y?> —36y — 108 = 0
1627 +9(y* —4y) — 108 = 0
162% +9(y* —4y +4) —36 — 108 = 0
162° +9(y —2)* = 144

2 -9 2
.T_ + M = 1
9 16
Plocha je elipticky vdlec. Pfimky plochy jsou rovnobézné s osou z.
V roviné a: x = 0 lezi na plose dvé primky:
(y—2)* = 16 p(t)=1[0;6;t,teR
=2 = 4 qt) =[0;-2;1, teR

y=6 nebo y=-2

V roviné [3: z = 4 lezi na plose elipsa s parametrickym pfedpisem
e(t) =[3cost ;dsint + 2 ; 4], t € (0,2m).

m Je dana plocha
p(t,s) = [3t(1—s); t*(1 —s) ; t%s] , t,s € R.

Napiste obecné rovnice teénych rovin plochy v bodé P[0,0,4].

Reseni
Urc¢ime hodnoty parametrt ¢ a s pro které plati
3t(l—s) = 0,
t*(1—s) = 0,
t?s = 4.

Témto rovnicim odpovidaji t =2, ¢t = —2, s = 1. Tedy bod P = p(2,1) = p(—2,1).
(a) Nejprve uré¢ime te¢nou rovinu v bodé P = p(2,1).
Dosazenim hodnoty parametru s = 1 do p ziskame predpis t-kiivky

k(t) =p(t,1) =[0;0;#], t € R.

Te¢né vektory kiivky k jsou k'(t) = (0;0;2¢), t € R.
Tecny vektor v bodé P je k'(2) = (0;0; 4).
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Dosazenim hodnoty parametru ¢t = 1 do p ziskdme predpis s-kiivky
0(s) =p(2,8) =[6(1 —s);4(1 —s);4s], s €R.

Tecné vektory kiivky ¢ jsou ¢'(s) = (— 4 :4).
Teény vektor v bodé P je ¢'(1) = (—6 )

Normaélovy vektor tecné roviny « mskame Ja,ko vektorovy soucin:
(0;0;4) x (=6;—4;4)=(16;—-24;0)~(2;-3;0).

Urc¢ime obecnou rovnice roviny .

a: 20 —=3y+d = 0
Pea: d = 0
a: 20 =3y = 0

(b) Dale ur¢ime tecnou rovinu v bodé P = p(—2,1).
Dosazenim hodnoty parametru s = 1 do p ziskame piredpis t-kiivky
m(t) =p(t,1) =[0;0;#], t € R.

Te¢né vektory kiivky m jsou m/(t) = (0;0; 2t), t € R.
Teény vektor v bodé P je m'(—2) = (0;0; —4).
Dosazenim hodnoty parametru ¢t = —2 do p ziskdme ptedpis s-kiivky

n(s) = p(—2,s) = [-6(1 —s);4(1 — s) ; 4s], s € R.
Tecné vektory kiivky n jsou n'(s) = (6 ; —4 ; 4).
Te¢ny vektor v bodé P je n(l) = (6 ; —4 ; 4).

Normalovy vektor tecné roviny [ ziskame jako vektorovy soucin:
(0505 —4) x(6;—4;4)=(-2;-3;0)~(2;3;0).

Urc¢ime obecnou rovnice roviny .
B 20 +3y+d = 0
Pep: d = 0

B 2v4+3y = 0
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m Napiste parametrické vyjadreni rotacni plochy, ktera vznikne rotaci ptimky p = P() kolem osy v,
P0;0:4], Q[5;12;0].

Reseni

Smérovy vektor pfimky p = PQ je Q — P = (5 ; 12 ; —4).

Parametricky popis piimky p je “
p(t) = [bt ; 12t ;4 —4t], t € R.

Volbou konkrétni hodnoty parametru t5 € R ziskdme sou-

fadnice bodu A[btg ; 12tq ; 4 — 4to].

Bod A se pfi rotaci kolem osy y pohybuje po rovno- D

bézkové kruznici k o stfedu [0 ; 12t, ; 0] a poloméru

v (5t0)2 + (4 — 4tp)2.

E] Jeden z moznych parametrickych popisii rovnobézkové
kruznice bodu A je

k(s) = [\/(5150)2 + (4 — 4tg)? - cos s 5 12ty ;

V/ (5t0)2 + (4 — 4ty)? - sin 5} :
s € (0,2m).

Y

Parametricky popis rotacni plochy je

plt.s) = [\/(5t)2 F(4— 402 coss; 12t /(5)2 + (4 — 41)% - sin s] JtER, s € (0,2m).

(o] Jina parametrizace rovnobézkové kruznice, kterd méa pocatecni bod k(0) =4, je
k(s) = [Btg - coss — (4 — 4tg) - sins ; 12t ; (4 — 4ty) - cos s + bty - sin s], s € (0 ; 2m).
Parametricky popis rotacni plochy s takto popsanou rovnobézkovou kruznici je
p(t,s) = [Btcoss — (4 — 4t)sins ; 12t ; (4 — 4t) coss + btsins|, t € R, s € (0 ; 27).

Plocha je jednodilny rotacni hyperboloid.
Na obrézku je znazornéna ¢ast plochy pro hodnoty parametri ¢ € (0,1), s € (0,27).

z

-
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m Napiste parametrické vyjadieni sroubové plochy plochy, ktera je dana

e piimkou p = PQ, P[0;0; 4], Q[5;12;0];
e Sroubovym pohybem: levotocivy, o = y, vyska zavitu v = 18.
Reseni
V predchozim prikladu jsme odvodili souradnice bodu

A na pfimce p:

Parametricky popis levotocivé sroubovice bodu A je
k(s) = |bty-coss— (4 —4ty)-sins;
9
12t0 + —-5 3
s
(4 —4tg) - cos s + bty -sins|, s € R.

(na obrazku je zobrazen jeden zavit Sroubovice, porov-
nejte s popisem kruznice v predchozim piikladu).

Uvolnénim parametru ¢ ziskdme popis levotocivé srou-
bové plochy, kterou vytvari piimka p:

9
p(t,s) = |btcoss — (4 —4t)sins ; 12t + —s; (4 —4t)coss + btsins|, t € R, s € R.
7r

z

Na obrazku je znazornéna cast plochy
pro hodnoty parametrii ¢ € (0; 1), s € (0 ; 2m).



