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2.2 Daľśı rotačńı plochy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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1 Parametrické vyjádřeńı kuželoseček

V této kapitole připomeneme parametrický popis kuželoseček a popis jejich tečen na konkrétńıch
př́ıkladech. Neuvád́ıme zde žádné odvozeńı, to je obsahem práce studenta Jana Suchomela: Paramet-
rický popis křivek.

Př́ıklad č. 1

Je dána kružnice k o středu S[2;−3] a poloměru r = 3. Napǐste středový tvar obecné rovnice této
kružnice. Napǐste parametrické vyjádřeńı této kružnice.

Řešeńı

Středový tvar obecné rovnice je:
(x− 2)2 + (y + 3)2 = 9.

Parametrických popis̊u kružnice je mnoho. My budeme potřebovat popsat kružnici (jeden oběh) se
zadaným výchoźım bodem a zadaným směrem oběhu (kladný nebo záporný směr).
Vypoč́ıtejme pr̊useč́ıky kružnice s osou y(x = 0).

(−2)2 + (y + 3)2 = 9

(y + 3)2 = 5

y1,2 = −3±
√

5

Necht’ je výchoźım bodem při jednom oběhu kružnice (t ∈ 〈0; 2π〉) bod K[0;−3 +
√

5] a kružnice je
prob́ıhána v kladném směru (tj. v protisměru hodinových ručiček).
Parametrický popis pak je:

k(t) = [2− 2 cos t−
√

5 sin t;−3 +
√

5 cos t− 2 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉.

Obrázek 1: Kružnice
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Př́ıklad č. 2

Bod V [−6; 7] je vrcholem paraboly, parametr paraboly je p = 2, osa paraboly o je

1) rovnoběžná s osou x,

2) rovnoběžná s osou y.

Napǐste vrcholový tvar obecných rovnic všech parabol, které vyhovuj́ı zadáńı. Napǐste parametrické
vyjádřeńı těchto parabol.

Řešeńı

1) Zadáńı vyhovuj́ı dvě paraboly, bud’ je ohnisko bod E
[
−6 + p

2 ; 7
]

= [−5; 7] nebo bod
F
[
−6− p

2 ; 7
]

= [−7; 7].

Vrcholový tvar obecné rovnice paraboly s ohniskem E je (y − 7)2 = 4(x + 6) a parametrické

vyjádřeńı je k(t) =
[
t2

4 − 6; t+ 7
]

; t ∈ R.

Vrcholový tvar obecné rovnice paraboly s ohniskem F je (y − 7)2 = −4(x + 6) a parametrické

vyjádřeńı je k(t) =
[
− t2

4 − 6; t+ 7
]

; t ∈ R.

Obrázek 2: Parabola s ohniskem E; t ∈ 〈−7; 7〉

Obrázek 3: Parabola s ohniskem F ; t ∈ 〈−7; 7〉
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2) Zadáńı vyhovuj́ı dvě paraboly, bud’ je ohnisko bod G
[
−6; 7 + p

2

]
= [−6; 8] nebo bod

H
[
−6; 7− p

2

]
= [−6; 6].

Vrcholový tvar obecné rovnice paraboly s ohniskem G je (x + 6)2 = 4(y − 7) a parametrické

vyjádřeńı je k(t) =
[
t− 6; t

2

4 + 7
]

; t ∈ R.

Vrcholový tvar obecné rovnice paraboly s ohniskem H je (x + 6)2 = −4(y − 7) a parametrické

vyjádřeńı je k(t) =
[
t− 6;− t2

4 + 7
]

; t ∈ R.

Obrázek 4: Parabola s ohniskem G; t ∈ 〈−7; 7〉

Obrázek 5: Parabola s ohniskem H; t ∈ 〈−7; 7〉
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Př́ıklad č. 3

Bod S[1; 1] je střed elipsy, hlavńı osa elipsy je rovnoběžná s osou x, velikost hlavńı poloosy a = 2,
velikost vedleǰśı poloosy b = 1. Napǐste středový tvar obecné rovnice této elipsy, napǐste také jej́ı
parametrické vyjádřeńı. Dále napǐste souřadnice pr̊useč́ık̊u elipsy se souřadnicovými osami a napǐste
obecné rovnice tečen elipsy v těchto bodech

Řešeńı

Středový tvar rovnice elipsy je:
(x− 1)2

4
+

(y − 1)2

1
= 1.

Využijeme vzorec cos2 t+ sin2 t = 1 a dáme do rovnost́ı x−1
2 = cos t a y−1

1 = sin t.
Odsud źıskáme parametrický popis elipsy:

k(t) = [1 + 2 cos t; 1 + sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉.

Pro popis tečen využijeme parametrický tvar. Nejdř́ıve urč́ıme pr̊useč́ıky elipsy s osou x(y = 0):

1 + sin t = 0

sin t = −1

t =
3π

2
(řešeńı v intervalu 〈0; 2π〉).

Pr̊useč́ık s osou x je bod D = k
(
3π
2

)
= [1; 0] (vedleǰśı vrchol elipsy).

Vypoč́ıtáme pr̊useč́ıky elipsy s osou y(x = 0):

1 + 2 cos t = 0

cos t = −1

2

t ∈
{

2π

3
;
4π

3

}
(řešeńı v 〈0; 2π〉).

Pr̊useč́ıky s osou y jsou body T = k
(
2π
3

)
=
[
0; 1 +

√
3
2

]
a U = k

(
4π
3

)
=
[
0; 1−

√
3
2

]
.

Vypoč́ıtáme tečné vektory elipsy: k′(t) = (−2 sin t; cos t).
Pro pr̊useč́ıky D,T, U źıskáme směrové vektory tečen dosazeńım:

D = k
(
3π
2

)
= [1; 0] a k′

(
3π
2

)
= (2; 0),

T = k
(
2π
3

)
=
[
0; 1 +

√
3
2

]
a k′

(
2π
3

)
=
(
−
√

3;−1
2

)
,

U = k
(
4π
3

)
=
[
0; 1−

√
3
2

]
a k′

(
4π
3

)
=
(√

3;−1
2

)
.

Nyńı již naṕı̌seme obecné rovnice tečen:

tečna v bodě D je př́ımka m: y = 0 (osa x),
tečna v bodě T je př́ımka p: x− 2

√
3y + 2

√
3 + 3 = 0,

tečna v bodě U je př́ımka q: x+ 2
√

3y − 2
√

3 + 3 = 0.
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Obrázek 6: Elipsa s tečnami

Př́ıklad č. 4

Body A[2; 2] a B[2; 10] jsou hlavńı vrcholy elipsy, velikost vedleǰśı poloosy je b = 1. Napǐste středový
tvar obecné rovnice elipsy. Napǐste parametrické vyjádřeńı elipsy (1 oběh, t ∈ 〈0; 2π〉), výchoźı bod
necht’ je bod A, elipsa je prob́ıhána v záporném směru.

Řešeńı

Střed elipsy je bod S[2; 6], velikost hlavńı poloosy je a = 4 a středový tvar rovnice je:

(x− 2)2

1
+

(y − 6)2

16
= 1.

V parametrickém popisu bude v x-ové souřadnici funkce sin a v y-ové souřadnici funkce cos. Vhodnou
volbou znamének u těchto funkćı dostaneme požadované parametrické vyjádřeńı: Parametrický tvar:

k(t) = [2− sin t; 6− 4 cos t]; t ∈ 〈0; 2π〉.

Obrázek 7: Elipsa
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Př́ıklad č. 5

Bod S[3;−9] je střed hyperboly, osy hyperboly jsou rovnoběžné se souřadnicovými osami, velikost
hlavńı poloosy je a = 3, velikost vedleǰśı poloosy je b = 2. Napǐste středový tvar obecných rovnic všech
hyperbol, které vyhovuj́ı zadáńı. Napǐste obecné rovnice asymptot. Napǐste parametrické vyjádřeńı
těchto hyperbol.

Řešeńı

1) Hlavńı osa hyperboly je rovnoběžná s osou x, středový tvar je:

(x− 3)2

9
− (y + 9)2

4
= 1.

Obecné rovnice asymptot źıskáme z:

(x− 3)2

9
− (y + 9)2

4
= 0

4(x− 3)2 − 9(y + 9)2 = 0

[2(x− 3)− 3(y + 9)] · [2(x− 3) + 3(y + 9)] = 0,

tedy a1 : 2x− 3y − 33 = 0 a a2 : 2x+ 3y + 21 = 0.

Pro parametrický popis využijeme vzorec (cosh t)2 − (sinh t)2 = 1 a dáme do rovnost́ı
x−3
3 = cosh t a y+9

2 = sinh t. Źıskáme parametrický popis jedné větve:

k(t) = [3 + 3 cosh t;−9 + 2 sinh t]; t ∈ R.

Pro obě větve je:
k(t) = [3± 3 cosh t;−9 + 2 sinh t]; t ∈ R.

Obrázek 8: Hyperbola pro t ∈ 〈−1.8; 1.8〉
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2) Hlavńı osa hyperboly je rovnoběžná s osou y, středový tvar jej́ı rovnice je:

−(x− 3)2

4
+

(y + 9)2

9
= 1

Rovnice asymptot jsou a1 : 3x+ 2y + 9 = 0 a a2 : 3x− 2y − 27 = 0.
Parametrický popis obou větv́ı je:

k(t) = [3 + 2 sinh t;−9± 3 cosh t]; t ∈ R.

Obrázek 9: Hyperbola pro t ∈ 〈−1.8; 1.8〉
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2 Rotačńı plochy

Rotačńı pohyb je v prostoru zadán osou rotace o. Zadaný bod K, který nelež́ı na ose o, se při rotaci
pohybuje po kružnici m. Tato kružnice lež́ı v rovině α, která procháźı bodem K a je kolmá k ose o.
Označme M pr̊useč́ık osy o a roviny α, je to střed kružnice m, poloměr kružnice m je roven vzdálenosti
bod̊u K a M .

Obrázek 10: Ilustračńı obrázek

Rotačńı plocha vznikne rotaćı křivky k při zadaném rotačńım pohybu (křivka k nelež́ı v rovině
kolmé k ose rotace o). Každý bod křivky k se pohybuje po tzv. rovnoběžkové kružnici.

Uvažujme libovolnou rovinu ρ, která procháźı osou o. Pr̊unik roviny ρ a rotačńı plochy je křivka
zvaná poledńık (meridián). Je to křivka souměrná podle osy o, jedna ze souměrných část́ı se nazývá
polomeridián.

2.1 Rotačńı kvadratické plochy

Rotačńı kvadratické plochy vznikaj́ı bud’ rotaćı př́ımky kolem zadané osy rotace nebo rotaćı
kuželosečky (elipsy, kružnice, paraboly, hyperboly) kolem některé z jej́ıch os.

Plochy se nazývaj́ı kvadratické, protože mohou být popsány pomoćı kvadratického polynomu v
proměnných x, y a z. Např́ıklad x2 + y2 + z2 = r2 je rovnice jedné z rotačńıch kvadratických ploch, je
to kulová plocha o středu O[0; 0; 0] a poloměru r.

Nejdř́ıve si poṕı̌seme př́ımkové rotačńı kvadratické plochy. Pro jednoduchost za osu rotace bereme
vždy souřadnicovou osu z. V prvńım př́ıkladě si ukážeme podrobně postup, v daľśıch př́ıkladech bude
zápis kratš́ı.
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Př́ıklad č. 1

Rotačńı pohyb je zadán osou rotace o = osa z. Napǐste parametrické vyjádřeńı rotačńı plochy, která
vznikne rotaćı př́ımky k. Př́ımka k procháźı bodem [4;−3; 0] a je rovnoběžná s osou rotace.

Řešeńı

Začneme parametrickým popisem př́ımky k:

k(t) = [4;−3; t]; t ∈ R.

Zadaná př́ımka je polomeridiánem plochy a výsledná plocha je rotačńı válcová plocha. Každý bod
př́ımky k se pohybuje po rovnoběžkové kružnici.

Zvolme si pevně (ale libovolně) bod K př́ımky k: K = k(t0) = [4;−3; t0]. Nyńı poṕı̌seme rov-
noběžkovou kružnici m bodu K v rovině α : z = t0. Kružnici m můžeme popsat r̊uzně:
m(s) = [4 cos s+ 3 sin s;−3 cos s+ 4 sin s; t0]; s ∈ 〈0; 2π〉 (1 oběh).

Nebo můžeme určit poloměr r. Střed kružnice m je bod M [0; 0; t0] a r = |MK| =
√

16 + 9 = 5.
Jiná parametrizace je: m(u) = [5 cosu; 5 sinu; t0]; u ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrický popis plochy źıskáme tak, že nyńı budeme měnit bod K př́ımky k (uvolńıme fixovaný
parametr t0, tedy zaměńıme t za t0):

p(t, s) = [4 cos s+ 3 sin s;−3 cos s+ 4 sin s; t]; t ∈ R; s ∈ 〈0; 2π〉

nebo
p(t, u) = [5 cosu; 5 sinu; t]; t ∈ R; u ∈ 〈0; 2π〉.

Obrázek 11: Válcová plocha pro parametry t ∈ 〈0; 10〉, s ∈ 〈0; 2π〉
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Př́ıklad č. 2

Rotačńı pohyb je zadán osou rotace o = osa z. Napǐste parametrické vyjádřeńı rotačńı plochy, která
vznikne rotaćı př́ımky k. Př́ımka k je určena body [5; 0; 8] a [0; 0; 4].

Řešeńı

Parametrický popis př́ımky k je:

k(t) = [5t; 0; 4 + 4t] t ∈ R.

Je to polomeridián rotačńı kuželové plochy.
Zvolme bod K na př́ımce k: K = k(t0) = [5t0; 0; 4 + 4t0].
Rovnoběžková kružnice m bodu K v rovině α : z = 4 + 4t0 (poloměr r = 5t0, střed [0; 0; 4 + 4t0]) má
parametrický popis: m(s) = [5t0 cos s; 5t0 sin s; 4 + 4t0]; s ∈ 〈0; 2π〉 (1 oběh).

Parametrické vyjádřeńı rotačńı kuželové plochy je:

p(t, s) = [5t cos s; 5t sin s; 4 + 4t]; t ∈ R; s ∈ 〈0; 2π〉

x y

z

k

Obrázek 12: Kuželová plocha pro parametry t ∈ 〈−5; 5〉, s ∈ 〈0; 2π〉

Př́ıklad č. 3

Rotačńı pohyb je zadán osou rotace o = osa z. Napǐste parametrické vyjádřeńı rotačńı plochy, která
vznikne rotaćı př́ımky k. Př́ımka k je určena body [3

√
2; 0;−2] a [0; 3

√
2; 2].

Řešeńı

Parametrický popis př́ımky k je:

k(t) = [3
√

2− 3
√

2t; 3
√

2t;−2 + 4t]; t ∈ R.

Tato př́ımka je s osou rotace mimoběžná.
Zvoĺıme bod K př́ımky k: K = k(t0) = [3

√
2− 3

√
2t0; 3

√
2t0;−2 + 4t0].
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Abychom nemuseli poč́ıtat poloměr, poṕı̌seme kružnici takto:

m(s) =
[
(3
√

2− 3
√

2t0) · cos s+ 3
√

2t0 sin s;

3
√

2t0 cos s− (3
√

2− 3
√

2t0) · sin s;−2 + 4t0

]
s ∈ 〈0; 2π〉 (1 oběh).

Parametrický popis plochy je:

p(t, s) =
[
(3
√

2− 3
√

2t) · cos s+ 3
√

2t sin s;

3
√

2t cos s− (3
√

2− 3
√

2t) · sin s;−2 + 4t
]

;

t ∈ R; s ∈ 〈0; 2π〉.

k

x
y

z

Obrázek 13: Plocha pro parametry t ∈ 〈0; 1〉, s ∈ 〈0; 2π〉; zeleně je vyznačen polomeridián plochy

Z obrázku vid́ıme, že plocha je souměrná podle p̊udorysny (x, y). Tedy plochu lze vytvořit také ro-
taćı př́ımky l, která je souměrná k př́ımce k podle p̊udorysny. Př́ımka l je určena body [3

√
2; 0; 2] a

[0; 3
√

2,−2].
Vyzkoušejte si sami parametrický popis plochy pro zadanou př́ımku l:

p(t, s) =
[
(3
√

2− 3
√

2t) · cos s+ 3
√

2t sin s;

3
√

2t cos s− (3
√

2− 3
√

2t) · sin s; 2− 4t
]

;

t ∈ R; s ∈ 〈0; 2π〉.

Na ploše jsou tedy 2 systémy př́ımek, jeden vznikne rotaćı př́ımky k a druhý rotaćı př́ımky l. To je
velmi výhodné ve stavebnictv́ı.

Pod́ıvejme se na křivku plochy v rovině (x, z), odhadujeme, že meridián plochy je hyperbola. Je
tomu skutečně tak a výsledná plocha je rotačńı jednod́ılný hyperboloid. Stejnou plochu můžeme tedy
vytvořit rotaćı hyperboly kolem jej́ı vedleǰśı osy.
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l

x y

z

Obrázek 14: Plocha (vzniklá rotaćı př́ımky l) pro parametry t ∈ 〈0; 1〉, s ∈ 〈0; 2π〉

Př́ıklad č. 4

Rotačńı pohyb je zadán osou rotace o = osa z. Napǐste parametrické vyjádřeńı rotačńı plochy,
která vznikne rotaćı hyperboly k. Hyperbola k lež́ı v rovině (x, z) a má rovnici x2

9 −
z2

4 = 1.

k
x y

z

Obrázek 15: Jednod́ılný hyperboloid pro para-
metry
t ∈ 〈−1; 1〉, s ∈ 〈0; 2π〉

Řešeńı

Parametrický popis zadané hyperboly je:

k(t) = [±3 cosh t; 0; 2 sinh t]; t ∈ R.

Tato hyperbola je meridián plochy. Pro popis plochy
můžeme použ́ıt celou hyperbolu (tj. obě větve) a pak
stač́ı otočit o úhel π. Nebo můžeme rotovat jednu
větev a otočit ji o úhel 2π. Vybereme bod K na jedné
větvi: K = k(t0) = [+3 cosh t0; 0; 2 sinh t0].
Parametrický popis rovnoběžkové kružnice m bodu
K je:

m(s) =[3 cosh t0 · cos s; 3 cosh t0 · sin s; 2 sinh t0];

s ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrický popis jednod́ılného hyperboloidu je:

p(t, s) = [3 cosh t·cos s; 3 cosh t·sin s; 2 sinh t]; t ∈ R; s ∈ 〈0; 2π〉.

Hyperbolu můžeme také otáčet kolem jej́ı hlavńı osy, vzniklá plocha
má dva d́ıly a nazývá se dvojd́ılný rotačńı hyperboloid.

Př́ıklad č. 5

Rotačńı pohyb je zadán osou rotace o = osa z. Napǐste parametrické vyjádřeńı plochy, která vznikne

rotaćı hyperboly k. Rovnoosá hyperbola k lež́ı v rovině (y, z) a má rovnici −y2

25 + z2

25 = 1.
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Řešeńı

Parametrický popis zadané hyperboly je:

k(t) = [0; 5 sinh t;±5 cosh t]; t ∈ R.

Hyperbolu stač́ı otočit o úhel π. Zvolme bod K = k(t0) = [0; 5 sinh t0; 5 cosh t0] (resp.
[0; 5 sinh t0;−5 cosh t0] na druhé větvi).
Parametrické vyjádřeńı rovnoběžkové kružnice m v rovině α : z = 5 cosh t0 (resp. z = −5 cosh t0) je:
m(s) = [5 sinh t0 cos s; 5 sinh t0 sin s;±5 cosh t0]; s ∈ 〈0;π〉. Parametrické vyjádřeńı plochy je:

p(t, s) = [5 sinh t cos s; 5 sinh t sin s;±5 cosh t]; t ∈ R; s ∈ 〈0;π〉.

y

z

x

Obrázek 16: Dvojd́ılný hyperboloid pro parametry t ∈ 〈−2; 2〉, s ∈ 〈0; 2π〉

V souboru rotačńıch kvadratických ploch samozřejmě nemůže chybět kulová plocha. Vznikne rotaćı
kružnice, jej́ıž střed lež́ı na ose rotace.

Př́ıklad č. 6

Rotačńı pohyb je zadán osou rotace o = osa z. Napǐste parametrické vyjádřeńı plochy, která vznikne
rotaćı kružnice k. Kružnice k lež́ı v rovině (x, z), bod O[0; 0; 0] je jej́ı střed, poloměr je r = 6.

Řešeńı

Parametrický popis kružnice k je:

k(t) = [6 cos t; 0; 6 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉.

Můžeme otočit polovinu kružnice
(
t ∈
〈
π
2 ; 3π

2

〉)
o úhel 2π nebo celou kružnici k o úhel π. Zvoĺıme bod

K = k(t0) = [6 cos t0; 0; 6 sin t0]. Parametrické vyjádřeńı rovnoběžkové kružnice je:
m(s) = [6 cos t0 cos s; 6 cos t0 sin s; 6 sin t0]; s ∈ 〈0; 2π〉 (pro s ∈ 〈0;π〉 se jedná o p̊ulkružnici).

Parametrický popis kulové plochy je:

p(t, s) = [6 cos t cos s; 6 cos t sin s; 6 sin t]

t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0;π〉
(
nebo t ∈

〈
π
2 ; 3π

2

〉
a s ∈ 〈0; 2π〉

)
.

Pokud je křivka k elipsa, můžeme ji otáčet bud’ kolem jej́ı hlavńı osy nebo kolem jej́ı vedleǰśı osy. Tyto
rotačńı kvadratické plochy se nazývaj́ı elipsoidy.
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y

z

x

Obrázek 17: Kulová plocha pro parametry t ∈
〈
π
2 ; 3π

2

〉
, s ∈ 〈0; 2π〉

Př́ıklad č. 7

Rotačńı pohyb je zadán osou rotace o = osa z. Napǐste parametrické vyjádřeńı plochy, která vznikne

rotaćı elipsy k. Elipsa lež́ı v rovině (x, z) a má rovnici: x2

4 + (z−4)2
16 = 1.

y

z

x

Obrázek 18: Protáhlý
elipsoid pro
t ∈ 〈0; 2π〉, s ∈ 〈0;π〉

Řešeńı

Parametrický popis elipsy k je:

k(t) = [2 cos t; 0; 4 + 4 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉.

Osa rotace je hlavńı osa elipsy, elipsu otoč́ıme o úhel π. Zvoĺıme bod
K = k(t0) = [2 cos t0; 0; 4 + 4 sin t0]. Parametrické vyjádřeńı rovnoběžkové
kružnice: m(s) = [2 cos t0 cos s; 2 cos t0 sin s; 4 + 4 sin t0]; s ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrický popis plochy je:

p(t, s) = [2 cos t cos s; 2 cos t sin s; 4 + 4 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0;π〉

Z obrázku je zřejmé, proč se tento elipsoid nazývá protáhlý.

Př́ıklad č. 8

Rotačńı pohyb je zadán osou rotace o = osa z. Napǐste parametrické
vyjádřeńı plochy, která vznikne rotaćı elipsy k. Elipsa lež́ı v rovině (y, z)

a má rovnici: y2

16 + (z−2)2
4 = 1.

Řešeńı

Parametrický popis elipsy k je:

k(t) = [0; 4 cos t; 2 + 2 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉.

Osa rotace je vedleǰśı osa elipsy, elipsu otoč́ıme o úhel π.
Zvoĺıme bod K = k(t0) = [0; 4 cos t0; 2 + 2 sin t0].
Parametrické vyjádřeńı rovnoběžkové kružnice m v rovině α : z = 2 + 2 sin t0 je:
m(s) = [4 cos t0 cos s; 4 cos t0 sin s; 2 + 2 sin t0]; s ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrický popis plochy je: p(t, s) = [4 cos t cos s; 4 cos t sin s; 2 + 2 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0;π〉.
Tento elipsoid se nazývá zploštělý.

15
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Obrázek 19: Zploštělý elipsoid pro t ∈ 〈0; 2π〉, s ∈ 〈0;π〉

Př́ıklad č. 9

Rotačńı pohyb je zadán osou rotace o = osa z. Napǐste parametrické vyjádřeńı plochy, která vznikne
rotaćı paraboly k. Parabola k lež́ı v rovině (x, z) a má rovnici x2 = 6z.

Řešeńı

Parametrický popis paraboly k je:

k(t) =

[
t; 0;

t2

6

]
; t ∈ R

Osa rotace je osou paraboly, parabolu otoč́ıme o úhel π. Zvoĺıme bod K = k(t0) =
[
t0; 0;

t20
6

]
. Para-

metrické vyjádřeńı rovnoběžkové kružnice: m(s) =
[
t0 cos s; t0 sin s;

t20
6

]
; s ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrický popis plochy je:

p(t, s) =

[
t cos s; t sin s;

t2

6

]
; t ∈ R; s ∈ 〈0;π〉.

k

x y

z

Obrázek 20: Paraboloid pro t ∈ 〈−5; 5〉, s ∈ 〈0;π〉

T́ımto je seznam rotačńıch kvadratických ploch úplný.
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2.2 Daľśı rotačńı plochy

Nyńı můžeme vytvářet sami nejr̊uzněǰśı rotačńı plochy. Mezi známé rotačńı plochy patř́ı anuloid.

Př́ıklad č. 10

Rotačńı pohyb je zadán osou rotace o = osa z. Napǐste parametrické vyjádřeńı plochy, která vznikne
rotaćı kružnice k. Kružnice k lež́ı v rovině (x, z), bod S[6; 0; 0] je jej́ı střed, poloměr je r = 3.

Řešeńı

Parametrický popis kružnice k je:

k(t) = [6 + 3 cos t; 0; 3 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉.

Zadaná kružnice neprot́ıná osu rotace. Zvoĺıme bod K = k(t0) = [6 + 3 cos t0; 0; 3 sin t0]. Parametrické
vyjádřeńı rovnoběžkové kružnice m bodu K v rovině α : z = 3 sin t0 je:
m(s) = [(6 + 3 cos t0) · cos s; (6 + 3 cos t0) · sin s; 3 sin t0]; s ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrický popis plochy je:

p(t, s) = [(6 + 3 cos t) · cos s; (6 + 3 cos t) · sin s; 3 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0; 2π〉.

k
x y

z

Obrázek 21: Anuloid pro t ∈ 〈0; 2π〉, s ∈ 〈0; 2π〉

Při pohledu na obrázek se nám určitě vybav́ı duše automobilového kola.

V př́ıkladě č. 6 jsme rotovali kružnici, jej́ıž střed ležel na ose rotace, v př́ıkladě č. 9 jsme rotovali
kružnici, která nemá společné body s osou rotace. Nyńı nás zaj́ımaj́ı daľśı př́ıpady.

Př́ıklad č. 11

Rotačńı pohyb je zadán osou rotace o = osa z. Napǐste parametrické vyjádřeńı plochy, která vznikne
rotaćı kružnice k. Kružnice k lež́ı v rovině (y, z), bod S[0; 4; 0] je jej́ı střed, poloměr je r = 4.

Řešeńı

Parametrický popis kružnice k je:

k(t) = [0; 4 + 4 cos t; 4 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉.

17



Zadaná kružnice se dotýká osy rotace. Plocha se nazývá axoid. Zvoĺıme bod K = k(t0) =
= [0; 4 + 4 cos t0; 4 sin t0].
Parametrické vyjádřeńı rovnoběžkové kružnice m bodu K v rovině α : z = 4 sin t0 je:
m(s) = [(4 + 4 cos t0) cos s; (4 + 4 cos t0) sin s; 4 sin t0]; s ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrický popis plochy je:

p(t, s) = [(4 + 4 cos t) cos s; (4 + 4 cos t) sin s; 4 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0; 2π〉.

kx

y

z

z

Obrázek 22: Axoid pro t ∈ 〈0; 2π〉, s ∈
〈
π
2 ; 2π

〉

Př́ıklad č. 12

Rotačńı pohyb je zadán osou rotace o = osa z. Napǐste parametrické vyjádřeńı plochy, která vznikne
rotaćı kružnice k. Kružnice k lež́ı v rovině (x, z), bod S[2; 0; 0] je jej́ı střed, poloměr je r = 4.

Řešeńı

Parametrický popis kružnice k je:

k(t) = [2 + 4 cos t; 0; 4 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉.

Zadaná kružnice prot́ıná osu rotace ve dvou r̊uzných bodech. Plocha se nazývá melanoid. Zvoĺıme
bod K = k(t0) = [2 + 4 cos t0; 0; 4 sin t0]. Parametrické vyjádřeńı rovnoběžkové kružnice m bodu K
v rovině α : z = 4 sin t0 je: m(s) = [(2 + 4 cos t0) cos s; (2 + 4 cos t0) sin s; 4 sin t0]; s ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrický popis plochy je:

p(t, s) = [(2 + 4 cos t) cos s; (2 + 4 cos t) sin s; 4 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0; 2π〉.
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Obrázek 23: Melanoid pro t ∈ 〈0; 2π〉 , s ∈
〈
π
2 ; 4π

3

〉
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2.3 Př́ıklady na procvičeńı

1

Rotačńı pohyb je zadán osou rotace o = osa z. Napǐste parametrické vyjádřeńı plochy, která vznikne
rotaćı paraboly k. Parabola k lež́ı v rovině (x, z), bod V [2; 0; 3] je jej́ı vrchol, bod F [3; 0; 3] je jej́ı
ohnisko.

2

Rotačńı pohyb je zadán osou rotace o = osa z. Napǐste parametrické vyjádřeńı plochy, která vznikne
rotaćı jedné větve hyperboly k. Hyperbola k lež́ı v rovině (y, z) a má rovnici:

(y − 5)2

4
− (z − 3)2

9
= 1.

Vyberte tu větev hyperboly, která prot́ıná osu z.

3

Rotačńı pohyb je zadán osou rotace o = osa z. Napǐste parametrické vyjádřeńı plochy, která vznikne
rotaćı křivky k. Parametrický popis křivky k je:

k(t) = [t; 0; 3 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉.

4

Rotačńı pohyb je zadán osou rotace o = osa z. Napǐste parametrické vyjádřeńı plochy, která vznikne
rotaćı křivky k. Parametrický popis křivky k je:

k(t) = [0; 2 sin t+ 3; t]; t ∈ 〈0; 2π〉.

5

Rotačńı pohyb je zadán osou rotace o = osa z. Napǐste parametrické vyjádřeńı plochy, která vznikne
rotaćı asteroidy k. Parametrický popis křivky k je:

k(t) = [5 cos3 t; 0; 5 sin3 t]; t ∈ 〈0; 2π〉.

20



3 Šroubové plochy

Šroubový pohyb je v prostoru zadán osou o šroubového pohybu, smyslem (pravotočivý či levotočivý),
výškou závitu v nebo redukovanou výškou závitu v0. Zadaný bod K, který nelež́ı na ose o, se při
šroubováńı pohybuje po šroubovici l. Tato šroubovice lež́ı na rotačńı válcové ploše, jej́ıž osou je
zadaná osa o. Ř́ıd́ıćı kružnice m válcové plochy lež́ı v rovině α, která procháźı bodem K a je kolmá
k ose o. Označme M pr̊useč́ık osy o a roviny α, je to střed kružnice m, poloměr kružnice je roven
vzdálenosti bod̊u K a M . Vı́ce o šroubovici naleznete v práci studenta Jana Suchomela.

k
x

y
z

Obrázek 24: Ilustračńı obrázek

Šroubová plocha vznikne šroubovým pohybem křivky k při zadaném šroubovém pohybu. (Křivka
k nelež́ı na jedné rotačńı válcové ploše s osou rotace o šroubového pohybu.) Každý bod křivky k se
pohybuje po šroubovici.

Pro šroubovou plochu je rozhoduj́ıćı 1 závit (odpov́ıdá otočeńı o úhel 2π a posunut́ı o výšku v),
ten se stále opakuje.

3.1 Př́ımkové šroubové plochy

Tyto plochy vznikaj́ı šroubovým pohybem př́ımky k, která neńı rovnoběžná s osou o šroubového
pohybu. Pokud př́ımka k prot́ıná osu o, plochy se nazývaj́ı uzavřené a osa o lež́ı na ploše. Pokud
př́ımka k neprot́ıná osu o, plochy se nazývaj́ı otevřené. Je-li př́ımka k kolmá k ose o, šroubová plocha
se nazývá př́ımá, v opačném př́ıpadě vývrtková (kosá).

Pro jednoduchost za osu o šroubového pohybu bereme vždy souřadnicovou osu z a popisujeme
vždy 1 závit plochy.

V prvńım př́ıkladě se ukážeme podrobně postup, v daľśıch př́ıkladech bude zápis kratš́ı.
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Př́ıklad č. 1

Osa o šroubového pohybu je souřadnicová osa z.
Šroubový pohyb je

a) pravotočivý,

b) levotočivý.

Výška závitu v = 16.
Napǐste parametrické vyjádřeńı šroubové plochy, která vznikne šroubovým pohybem př́ımky k. Př́ımka
k je souřadnicová osa x.

Řešeńı

Parametrický popis př́ımky k je:
k(t) = [t; 0; 0]; t ∈ R.

Př́ımka k prot́ıná osu o a je k ńı kolmá, šroubová plocha je př́ımá a uzavřená. Na př́ımce k zvoĺıme
bod:

K = k(t0) = [t0; 0; 0].

Nyńı poṕı̌seme šroubovici l bodu K. Při popisu šroubovice zač́ınáme popisem kružnice m v rovině α :
z = 0. U rotačńım ploch jsme mohli tuto kružnici parametrizovat libovolně. Zde ale na parametrickém
popisu zálež́ı, jej́ı výchoźı bod muśı být bod K a kružnice je prob́ıhána proti směru hodinových ručiček
u pravotočivého šroubového pohybu nebo ve směru hodinových ručiček u levotočivého pohybu (pohled
na kružnici m je ze směru kladné poloosy osy z).

Parametrický popis kružnice m je

m(s) = [t0 cos s; t0 sin s; 0]; s ∈ 〈0; 2π〉 (1 oběh)

pro pohyb proti směru hodinových ručiček, nebo

m(s) = [t0 cos s;−t0 sin s; 0]; s ∈ 〈0; 2π〉

pro pohyb ve směru hodinových ručiček.

Nyńı potřebujeme znát redukovanou výšku závitu v0 = v
2π = 16

2π = 8
π . Do předpisu kružnice m

doplńıme posunut́ı v z-ové souřadnici a máme parametrický popis jednoho závitu šroubovice:

a) pravotočivá: l(s) =
[
t0 cos s; t0 sin s; 8

π · s
]

; s ∈ 〈0; 2π〉
b) levotočivá: l(s) =

[
t0 cos s;−t0 sin s; 8

π · s
]

; s ∈ 〈0; 2π〉

Nyńı budeme měnit bod K na př́ımce k (uvolńıme parametr t0).

p(t, s) =

[
t cos s; t sin s;

8

π
· s
]

; t ∈ R; s ∈ 〈0; 2π〉

je popis jednoho závitu pravotočivé šroubové plochy a

q(t, s) =

[
t cos s;−t sin s;

8

π
· s
]

; t ∈ R; s ∈ 〈0; 2π〉

je popis jednoho závitu levotočivé šroubové plochy.
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(a) Plocha p pro t ∈ 〈−2; 2〉, s ∈ 〈0; 2π〉

y
x

z

(b) Plocha q pro t ∈ 〈−2; 2〉, s ∈ 〈0; 2π〉

Obrázek 25: K př́ıkladu č. 1
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Př́ıklad č. 2

Osa o šroubového pohybu je souřadnicová osa z. Šroubový pohyb je pravotočivý, redukovaná výška
závitu v0 = 7

2 . Napǐste parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy, která vznikne šroubovým po-
hybem př́ımky k. Př́ımka k je určena body [4; 0; 0], [0; 4; 0].

Řešeńı

Parametrický popis př́ımky k je:

k(t) = [4− 4t; 4t; 0]; t ∈ R.

Př́ımka k neprot́ıná osu o, je k ńı kolmá, plocha je př́ımá a otevřená. Zvoĺıme bod K = k(t0) =
[4− 4t0; 4t0; 0]. Poṕı̌seme kružnici m v rovině α : z = 0, výchoźı bod je K, kružnice je prob́ıhána proti
směru hodinových ručiček:

m(s) = [(4− 4t0) cos s− 4t0 sin s; 4t0 cos s+ (4− 4t0) sin s; 0]; s ∈ 〈0; 2π〉 (1 oběh).

Parametrický popis jednoho závitu šroubovice bodu K je:

l(s) =

[
(4− 4t0) cos s− 4t0 sin s; 4t0 cos s+ (4− 4t0) sin s;

7

2
· s
]

; s ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy je:

p(t, s) =

[
(4− 4t) cos s− 4t sin s; 4t cos s+ (4− 4t) sin s;

7

2
· s
]

; t ∈ R; s ∈ 〈0; 2π〉.

Na otevřené šroubové ploše je jedna speciálńı šroubovice, tzv. hrdlová šroubovice. Je to šroubovice
bodu H př́ımky k, který je ose o nejbĺıže. V našem př́ıkladě je to šroubovice bodu H[2; 2; 0].

Obrázek 26: Plocha pro t ∈ 〈0; 1〉, s ∈ 〈0; 2π〉
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Př́ıklad č. 3

Osa o šroubového pohybu je souřadnicová osa z. Šroubový pohyb je levotočivý, výška závitu v = 12.
Napǐste parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy, která vznikne šroubovým pohybem př́ımky k.
Př́ımka k je určena body [4; 0; 0], [0; 0; 5].

Řešeńı

Parametrický popis př́ımky k je:

k(t) = [4− 4t; 0; 5t]; t ∈ R.

Př́ımka k prot́ıná osu o a neńı kolmá k ose, plocha je uzavřená a vývrtková. Zvoĺıme bod K = k(t0) =
[4 − 4t0; 0; 5t0]. Parametrický popis kružnice m v rovině α : z = 5t0, výchoźı bod je K, kružnice je
prob́ıhána ve směru hodinových ručiček:

m(s) = [(4− 4t0) cos s;−(4− 4t0) sin s; 5t0]; s ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrický popis jednoho závitu šroubovice bodu K je:

l(s) =

[
(4− 4t0) cos s;−(4− 4t0) sin s; 5t0 +

6

π
· s
]

; s ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy je:

p(t, s) =

[
(4− 4t) cos s;−(4− 4t) sin s; 5t+

6

π
· s
]

; t ∈ R; s ∈ 〈0; 2π〉.

x y

z

k

Obrázek 27: Plocha pro t ∈ 〈0; 1〉, s ∈ 〈0; 2π〉
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Př́ıklad č. 4

Osa o šroubového pohybu je souřadnicová osa z. Šroubový pohyb je pravotočivý, redukovaná výška
závitu v0 = 3. Napǐste parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy, která vznikne šroubovým pohy-
bem př́ımky k. Př́ımka k je určena body [4; 0; 0], [0; 4; 2].

Řešeńı

Parametrický popis př́ımky k je:

k(t) = [4− 4t; 4t; 2t]; t ∈ R.

Př́ımka k neprot́ıná osu o a neńı k ose kolmá, plocha je otevřená a vývrtková. Zvoĺıme bod K =
k(t0) = [4 − 4t0; 4t0; 2t0]. Parametrický popis kružnice m v rovině α : z = 2t0, výchoźı bod je K,
kružnice je prob́ıhána proti směru hodinových ručiček, je

m(s) = [(4− 4t0) cos s− 4t0 sin s; 4t0 cos s+ (4− 4t0) sin s; 2t0]; s ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrický popis jednoho závitu šroubovice bodu K je:

l(s) = [(4− 4t0) cos s− 4t0 sin s; 4t0 cos s+ (4− 4t0) sin s; 2t0 + 3s] ; s ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy je:

p(t, s) = [(4− 4t) cos s− 4t sin s; 4t cos s+ (4− 4t) sin s; 2t+ 3s] ; t ∈ R; s ∈ 〈0; 2π〉.

Hrdlová šroubovice h této plochy je šroubovice bodu H [2; 2; 1] př́ımky k.

Kdyby zadaná př́ımka byla zároveň tečnou šroubovice h v bodě H, jednalo by se o tzv. plochu tečen
šroubovice. V tomto př́ıkladě ale tomu tak neńı.

x y

z

k

Obrázek 28: Plocha pro t ∈ 〈0; 1〉, s ∈ 〈0; 2π〉
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Př́ıklad č. 5

Osa o šroubového pohybu je souřadnicová osa z, šroubový pohyb je pravotočivý, výška závitu v = 16.
Napǐste parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy tečen šroubovice bodu A[3; 0; 0].

Řešeńı

Parametrický popis jednoho závitu šroubovice bodu A je

l(t) =

[
3 cos t; 3 sin t;

8

π
· t
]

; t ∈ 〈0; 2π〉.

Zvoĺıme libovolný bod K na šroubovici K = l(t0) = [3 cos t0; 3 sin t0;
8
π · t0]. Poṕı̌seme tečnu šroubovice

v tomto bodě.
Tečné vektory šroubovice jsou: l′(t) =

(
−3 sin t; 3 cos t; 8

π

)
,

tečný vektor v bodě K je: l′(t0) =
(
−3 sin t0; 3 cos t0;

8
π

)
.

Parametrický popis tečny šroubovice v bodě K je:

q(s) = l(t0) + s · l′(t0); s ∈ R

q(s) =

[
3 cos t0 − 3s sin t0; 3 sin t0 + 3s cos t0;

8

π
· t0 +

8

π
· s
]

; s ∈ R.

Parametrický popis jednoho závitu plochy tečen šroubovice je:

p(t, s) =

[
3 cos t− 3s sin t; 3 sin t+ 3s cos t;

8

π
· t+

8

π
· s
]

; t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ R.

l

z

x
y

Obrázek 29: Plocha pro t ∈ 〈0; 2π〉, s ∈ 〈0; 2〉
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3.2 Cyklické šroubové plochy

Tyto plochy vznikaj́ı šroubovým pohybem kružnice k (kružnice k nesmı́ ležet v rovině kolmé k ose o
a zároveň mı́t střed na ose o).

Pokud kružnice k prot́ıná osu o, plochy se nazývaj́ı uzavřené a osa o lež́ı na ploše. V opačném
př́ıpadě se nazývaj́ı otevřené.

Př́ıklad č. 6

Osa o šroubového pohybu je osa z, šroubový pohyb je pravotočivý, výška závitu v = 18. Napǐste
parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy, která vznikne šroubovým pohybem kružnice k.
Kružnice k lež́ı v rovině (x, z), bod S[4; 0; 0] je jej́ı střed, poloměr je r = 2.

k x

y

z

Obrázek 30: Plocha sv. Jilj́ı pro
t ∈ 〈0; 2π〉, s ∈ 〈0; 2π〉

Řešeńı

Parametrický popis kružnice k je:

k(t) = [4 + 2 cos t; 0; 2 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉.

Kružnice k neprot́ıná osu o, plocha je otevřená. Tato plocha se
nazývá plocha sv. Jilj́ı. Část plochy (část, která vznikne šroubovým
pohybem horńı p̊ulkružnice) byla použita k zaklenut́ı šroubového
schodǐstě v kostele svatého Jilj́ı ve Francii.
Zvoĺıme bod K = k(t0) = [4 + 2 cos t0; 0; 2 sin t0]. Parametrický
popis kružnice m v rovině α : z = 2 sin t0, výchoźı bod K, kružnice
je prob́ıhána proti směru hodinových ručiček:

m(s) = [(4 + 2 cos t0) cos s; (4 + 2 cos t0) sin s; 2 sin t0]; s ∈ 〈0; 2π〉

Parametrický popis jednoho závitu šroubovice bodu K je:

l(s) =

[
(4 + 2 cos t0) cos s; (4 + 2 cos t0) sin s; 2 sin t0 +

9

π
· s
]

s ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy je:

p(t, s) =

[
(4 + 2 cos t) cos s; (4 + 2 cos t) sin s; 2 sin t+

9

π
· s
]

t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0; 2π〉
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Př́ıklad č. 7

Osa o šroubového pohybu je osa z, šroubový pohyb je levotočivý, výška závitu v = 20. Napǐste
parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy, která vznikne šroubovým pohybem kružnice k.
Kružnice k lež́ı v rovině (x, z), bod S[2; 0; 0] je jej́ı střed, poloměr je r = 2.

Řešeńı

Parametrický popis kružnice k je:

k(t) = [2 + 2 cos t; 0; 2 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉.

Kružnice k se dotýká osy o, plocha je uzavřená a osa o na ploše lež́ı.
Zvoĺıme bod K = k(t0) = [2 + 2 cos t0; 0; 2 sin t0]. Parametrický popis kružnice m v rovině
α : z = 2 sin t0, výchoźı bod K, kružnice je prob́ıhána ve směru hodinových ručiček:

m(s) = [(2 + 2 cos t0) cos s;−(2 + 2 cos t0) sin s; 2 sin t0]; s ∈ 〈0; 2π〉

Parametrický popis jednoho závitu šroubovice bodu K je:

l(s) =

[
(2 + 2 cos t0) cos s;−(2 + 2 cos t0) sin s; 2 sin t0 +

10

π
· s
]

; s ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy je:

p(t, s) =

[
(2 + 2 cos t) cos s;−(2 + 2 cos t) sin s; 2 sin t+

10

π
· s
]

; t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0; 2π〉

k
x y

z

Obrázek 31: Plocha pro t ∈ 〈0; 2π〉, s ∈ 〈0; 2π〉
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Př́ıklad č. 8

Osa o šroubového pohybu je osa z, šroubový pohyb je pravotočivý, výška závitu v = 20. Napǐste
parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy, která vznikne šroubovým pohybem kružnice k.
Kružnice k lež́ı v rovině (x, z), bod S[2; 0; 4] je střed, poloměr je r = 4.

Řešeńı

Parametrický popis kružnice k je:

k(t) = [2 + 4 cos t; 0; 4 + 4 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉.

Kružnice k prot́ıná osu o, plocha je uzavřená.
Zvoĺıme bod K = k(t0) = [2 + 4 cos t0; 0; 4 + 4 sin t0]. Parametrický popis kružnice m v rovině
α : z = 4 + 4 sin t0, výchoźı bod K, kružnice je prob́ıhána proti směru hodinových ručiček:

m(s) = [(2 + 4 cos t0) cos s; (2 + 4 cos t0) sin s; 4 + 4 sin t0]; s ∈ 〈0; 2π〉

Parametrický popis jednoho závitu šroubovice bodu K je:

l(s) =

[
(2 + 4 cos t0) cos s; (2 + 4 cos t0) sin s; 4 + 4 sin t0 +

10

π
· s
]

; s ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy je:

p(t, s) =

[
(2 + 4 cos t) cos s; (2 + 4 cos t) sin s; 4 + 4 sin t+

10

π
· s
]

; t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0; 2π〉

k

x

y

z

Obrázek 32: Plocha pro t ∈ 〈0; 2π〉, s ∈ 〈0; 2π〉
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Př́ıklad č. 9

Osa o šroubového pohybu je osa z, šroubový pohyb je pravotočivý, výška závitu v = 20. Napǐste
parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy, která vznikne šroubovým pohybem kružnice k.
Kružnice k lež́ı v rovině (x, y), bod S[6; 0; 0] je jej́ı střed, poloměr je r = 3.

Řešeńı

Parametrický popis kružnice k je:

k(t) = [6 + 3 cos t; 3 sin t; 0]; t ∈ 〈0; 2π〉.

Kružnice k nemá společný bod s osou o, plocha je otevřená. Tato plocha se nazývá plocha vinutého
sloupku.
Zvoĺıme bod K = k(t0) = [6 + 3 cos t0; 3 sin t0; 0]. Parametrický popis kružnice m v rovině α : z = 0,
výchoźı bod K, kružnice je prob́ıhána proti směru hodinových ručiček:

m(s) = [(6 + 3 cos t0) cos s− 3 sin t0 sin s; 3 sin t0 cos s+ (6 + 3 cos t0) sin s; 0]; s ∈ 〈0; 2π〉

Parametrický popis jednoho závitu šroubovice bodu K je:

l(s) =

[
(6 + 3 cos t0) cos s− 3 sin t0 sin s; 3 sin t0 cos s+ (6 + 3 cos t0) sin s;

10

π
· s
]

; s ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy je:

p(t, s) =

[
(6 + 3 cos t) cos s− 3 sin t sin s; 3 sin t cos s+ (6 + 3 cos t) sin s;

10

π
· s
]

; t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0; 2π〉

kx y

z

Obrázek 33: Vinutý sloupek pro t ∈ 〈0; 2π〉, s ∈ 〈0; 2π〉
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3.3 Daľśı šroubové plochy

Nyńı můžeme vytvářet sami nejr̊uzněǰśı šroubové plochy. Můžeme např́ıklad šroubovat část paraboly.

Př́ıklad č. 10

k

x

y

z

Obrázek 34: Plocha pro
t ∈ 〈−4; 4〉, s ∈ 〈0; 2π〉

Osa o šroubového pohybu je osa z, šroubový pohyb je pra-
votočivý, výška závitu v = 16. Napǐste parametrické vyjádřeńı
jednoho závitu plochy, která vznikne šroubovým pohybem pa-
raboly k.
Parabola k lež́ı v rovině (x, z) a má rovnici (x − 4)2 = 2z.
Uvažujte část paraboly, pro x-ové souřadnice bod̊u této části
plat́ı 0 ≤ x ≤ 8.

Řešeńı

Parametrický popis části paraboly je:

k(t) =

[
t+ 4; 0;

t2

2

]
; t ∈ 〈−4; 4〉.

Zvoĺıme bod K = k(t0) =
[
t0 + 4; 0;

t20
2

]
. Parametrický popis

kružnice m v rovině α : z =
t20
2 , výchoźı bod K, kružnice je

prob́ıhána proti směru hodinových ručiček:

m(s) =

[
(t0 + 4) cos s; (t0 + 4) sin s;

t20
2

]
; s ∈ 〈0; 2π〉

Parametrický popis jednoho závitu šroubovice bodu K je:

l(s) =

[
(t0 + 4) cos s; (t0 + 4) sin s;

t20
2

+
8

π
· s
]

; s ∈ 〈0; 2π〉.

Parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy je:

p(t, s) =

[
(t+ 4) cos s; (t+ 4) sin s;

t2

2
+

8

π
· s
]

; t ∈ 〈−4; 4〉; s ∈ 〈0; 2π〉
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3.4 Př́ıklady na procvičeńı

1

Osa o šroubového pohybu je osa z, šroubový pohyb je levotočivý, redukovaná výška závitu v0 = 3.
Napǐste parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy, která vznikne šroubovým pohybem elipsy k.

Elipsa k lež́ı v rovině (y, z) a má rovnici (y−2)2
4 + (z−3)2

9 = 1.

2

Je dána kružnice k v rovině (x, z),bod S[0; 0; 4] je jej́ı střed, poloměr je r = 4. Osa o šroubového
pohybu je osa z, šroubový pohyb je pravotočivý, výška závitu v = 4 · r = 16. Napǐste parametrické
vyjádřeńı jednoho závitu tzv. plochy kadeře, která vznikne šroubovým pohybem zadané kružnice k.

3

Osa o šroubového pohybu je osa z, šroubový pohyb je levotočivý, výška závitu v = 18. Napǐste
parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy, která vznikne šroubovým pohybem části paraboly k.
Parabola k v rovině (y, z) má rovnici (z−4)2 = 4y. Uvažujte část paraboly, pro z-ové souřadnice bod̊u
této části plat́ı 0 ≤ z ≤ 8.

4

Osa o šroubového pohybu je osa z, šroubový pohyb je pravotočivý, redukovaná výška závitu v0 = 2.
Napǐste parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy, která vznikne šroubovým pohybem kružnice
k.
Kružnice k lež́ı v rovině (x, y), bod S[2; 0; 0] je jej́ı střed, poloměr je r = 4.

5

Osa o šroubového pohybu je osa z, šroubový pohyb je pravotočivý, výška závitu v = 12. Napǐste
parametrické vyjádřeńı jednoho závitu plochy, která vznikne šroubovým pohybem asteroidy k.
Parametrický popis křivky k je: k(t) = [5 cos3 t; 5 sin3 t; 0]; t ∈ 〈0; 2π〉
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4 Tečné roviny ploch

Je dána plocha p a na ńı bod T . Tečná rovina plochy obsahuje tečny všech křivek plochy, které
procházej́ı bodem T .

Abychom źıskali tečnou rovinu plochy v bodě T , vybereme na ploše dvě r̊uzné křivky k a l, které
procházej́ı bodem T . Pokud tečny křivek k a l v bodě T jsou r̊uzné, určuj́ı tyto tečny tečnou rovinu τ
plochy v bodě T .

Postup se ukážeme na konkrétńım př́ıkladě.

Př́ıklad č. 1

Je dána kulová plocha p o středu O[0; 0; 0] a poloměru r = 4. Napǐste parametrické vyjádřeńı plochy.
Dále napǐste obecnou rovnici tečné roviny plochy v jej́ım bodě T [4; 0; 0].

Řešeńı

Kulovou plochu źıskáme rotaćı kružnice k(t) = [4 cos t; 0; 4 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉 kolem osy z.
Parametrický popis plochy je:

p(t, s) = [4 cos t cos s; 4 cos t sin s; 4 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0;π〉.

Zjist́ıme pro jaké hodnoty parametr̊u t a s budeme v bodě T [4; 0; 0] (T = p(?, ?)). Řeš́ıme soustavu
rovnic:

4 cos t cos s = 4

4 cos t sin s = 0

4 sin t = 0

Z posledńı rovnice je t ∈ {0;π; 2π}. Po dosazeńı t ∈ {0;π; 2π} do druhé rovnice máme sin s = 0 a tedy
s ∈ {0;π}. Vezmeme-li v úvahu i prvńı rovnici, vyhovuj́ı tyto kombinace:

T = p(0, 0) = p(π, π) = (2π, 0).

Vyberme si T = p(2π, 0) = [4; 0; 0]. Nyńı potřebujeme źıskat 2 křivky procházej́ıćı bodem T . Ty
źıskáme z parametrického vyjádřeńı plochy tak, že jeden parametr necháme proměnný a druhý budeme
fixovat (bud’ t = 2π nebo s = 0).
Máme:

k(t) = p(t, 0) = [4 cos t cos 0; 4 cos t sin 0; 4 sin t] = [4 cos t; 0; 4 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉,

l(s) = p(2π, s) = [4 cos(2π) cos s; 4 cos(2π) sin s; 4 sin(2π)] = [4 cos s; 4 sin s; 0]; s ∈ 〈0;π〉.

Křivka k je kružnice, křivka l p̊ulkružnice, vypoč́ıtáme tečné vektory:

k′(t) = (−4 sin t; 0; 4 cos t)

l′(s) = (−4 sin s; 4 cos s; 0).

Tečné vektory v bodě T dostaneme dosazeńım hodnot parametr̊u:

k′(2π) = (0; 0; 4) a l′(0) = (0; 4; 0).

34



Pro obecnou rovnici roviny potřebujeme znát normálový vektor. Ten źıskáme vektorovým součinem
tečných vektor̊u v bodě T :

(0; 0; 4)× (0; 4; 0) = (−16; 0; 0) ∼ (1; 0; 0).

Obecná rovnice tečné roviny τ je:

1 · x+ 0 · y + 0 · z + d = 0.

Dosad́ıme souřadnice bodu T [4; 0; 0]: 4 + d = 0 a máme d = −4.
Hledaná rovnice tečné roviny τ je:

x− 4 = 0.

Pokud použijeme zbývaj́ıćı dvě kombinace (T = p(π, π) a T = p(0; 0)) dostaneme stejnou rovinu.

x

y

z

Obrázek 35: Kulová plocha s tečnou rovinou τ

Tečná rovina kulové plochy má s plochou společný jeden jediný bod (bod dotyku). U obecněǰśıch ploch
tomu tak nemuśı být, tečná rovina může plochu

”
ř́ıznout“ v křivce.

Př́ıklad č. 2

Je dána rotačńı plocha (anuloid) p(t, s) = [(6 + 3 cos t) cos s; (6 + 3 cos t) sin s; 3 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉;
s ∈ 〈0; 2π〉.
Napǐste obecnou rovnici tečné roviny plochy v bodě T = p(π, 0).

Řešeńı

Bod T má souřadnice T = p(π, 0) = [(6 + 3 · (−1)) · 1; (6− 3) · 0; 0] = [3; 0; 0].
Křivky plochy procházej́ıćı bodem T jsou:

k(t) = p(t, 0) = [6 + 3 cos t; 0; 3 sin t] a

l(s) = p(π, s) = [3 cos s; 3 sin s; 0],
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obě křivky jsou kružnice. Tečné vektory křivek źıskáme derivováńım:

k′(t) = (−3 sin t; 0; 3 cos t),

l′(s) = (−3 sin s; 3 cos s; 0).

Tečné vektory křivek v bodě T jsou:

k′(π) = (0; 0;−3) ∼ (0; 0; 1),

l′(0) = (0; 3; 0) ∼ (0; 1; 0).

Vektorový součin je: (0; 0; 1)× (0; 1; 0) = (−1; 0; 0) ∼ (1; 0; 0).
Obecná rovnice tečné roviny τ je: x+d = 0. Po dosazeńı souřadnic bodu T dostaneme hodnotu d = −3
a rovnice tečné roviny τ je:

τ : x− 3 = 0.

x

y

z

Obrázek 36: Anuloid s tečnou rovinou τ

Tečná rovina τ řeže anuloid v křivce, která se nazývá Bernoulliova lemniskáta.

Obrázek 37: Bernoulliova lemniskáta
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Př́ıklad č. 3

x

y

z

Obrázek 38: Př́ımková vývrtková
plocha s tečnou rovinou τ

Je dána část př́ımkové šroubové plochy p(t, s) = [(4− 4t) cos s;
(4− 4t) sin s; 5t+ 3s]; t ∈ 〈0; 1〉; s ∈ 〈−2π; 2π〉.
Napǐste obecnou rovnici tečné roviny plochy v bodě T = p(0, 0).

Řešeńı

Bod T má souřadnice T = p(0, 0) = [4; 0; 0].
Křivky plochy procházej́ıćı bodem T jsou:

k(t) = p(t, 0) = [4− 4t; 0; 5t] a

l(s) = p(0, s) = [4 cos s; 4 sin s; 3s],

křivka k je př́ımka, křivka l je šroubovice. Tečné vektory křivek
źıskáme derivováńım:

k′(t) = (−4; 0; 5),

l′(s) = (−4 sin s; 4 cos s; 3).

Tečné vektory křivek v bodě T jsou: k′(0) = (−4; 0; 5) a l′(0) =
(0; 4; 3). Vektorový součin je: (−4; 0; 5) × (0; 4; 3) = (−20; 12;−16) ∼
(5;−3; 4).
Obecná rovnice tečné roviny τ je: 5x − 3y + 4z + d = 0. Po dosazeńı
souřadnic bodu T máme:

τ : 5x− 3y + 4z − 20 = 0.

I v tomto př́ıkladě tečná rovina proniká plochou, má s ńı společnou
př́ımku a ještě rovinnou křivku.

U některých ploch existuj́ı body, ve kterých tečná rovina neexistuje,
tyto body nazýváme singulárńımi body. Např́ıklad vrchol kuželové
plochy je singulárńı bod plochy.

Př́ıklad č. 4

Je dána plocha p(t, s) = [t · sin s; t · cos s; 4 cos t cos s]; t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0; 2π〉.
Napǐste obecnou rovnici tečné roviny plochy v bodě T = p(0, 0).

Řešeńı

Bod T má souřadnice T = p(0, 0) = [0; 0; 4].
Křivky plochy procházej́ıćı bodem T jsou:

k(t) = p(t, 0) = [0; t; 4 cos t] a

l(s) = p(0, s) = [0; 0; 4 cos s].

Tečné vektory křivek źıskáme derivováńım:

k′(t) = (0; 1;−4 sin t),

l′(s) = (0; 0;−4 sin s).

Tečné vektory křivek v bodě T jsou: k′(0) = (0; 1; 0) a l′(0) = (0; 0; 0) (bod T je singulárńım bodem
křivky l). Vektorový součin je: (0; 1; 0)× (0; 0; 0) = (0; 0; 0)
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Tečná rovina v bodě T neexistuje, je to singulárńı bod.

x

y

z

Obrázek 39: Na ploše je vyznačena plocha se singulárńım bodem T

Viděli jsme v př́ıkladě 2 a 3, že můžeme vytvářet rovinné křivky jako pr̊unik plochy a roviny. Tato
rovina nemuśı být nutně tečná rovina. Budeme-li např́ıklad řezat anuloid v př́ıkladě 2 rovinami rov-
noběžnými s tečnou rovinou τ , źıskáme tzv. Cassiniho křivky.
Z ploch můžeme źıskávat i nové prostorové křivky a to jako pr̊unik dvou ploch. V posledńım př́ıkladě
si ukážeme pr̊unik kulové plochy a válcové plochy, výsledná křivka se nazývá Vivianiho okénko.

Př́ıklad č. 5

Je dána kulová plocha o středu O[0; 0; 0] a poloměru r = 2. Dále je dána rotačńı válcová plocha, jej́ıž
ř́ıd́ıćı kružnice m lež́ı v rovině (x, y), jej́ı střed je bod S[0; 1; 0] a poloměr je 1.

Řešeńı

Parametrický popis kulové plochy je:

p(t, s) = [2 cos t sin s; 2 cos t cos s; 2 sin t]; t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0;π〉.

Parametrický popis rotačńı válcové plochy začneme popisem kružnice m:
m(t) = [cos t; 1 + sin t; 0]; t ∈ 〈0; 2π〉. Vybereme bod K = k(t0) = [cos t0; 1 + sin t0; 0]. Parametrický
popis povrchové př́ımky (rovnoběžné s osou z) procházej́ıćı bodem K je:

l(s) = [cos t0; 1 + sin t0; s]; s ∈ R.

Popis válcové plochy je:

q(t, s) = [cos t; 1 + sin t; s]; t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ R.

Na obrázku vid́ıme pr̊unikovou křivku zadaných ploch, tzv. Vivianiho okénko. Křivka je nazvána po
italském matematikovi Vincenzu Vivianim.
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x y

z

Vivianiho okénko

(a) Pr̊unikem rotačńı válcové a kulové plochy je křivka
Vivianiho okénko

x y

z

(b) Křivka Vivianiho okénko

Obrázek 40: K př́ıkladu č. 5
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5 Praktické využit́ı

Pokud se kolem sebe rozhlédnete, určitě nějakou plochu objev́ıte. Povrch obyčejné tužky bývá část
válcové plochy, na trychtýři je část kuželové plochy, na vývrtce můžete naj́ıt části šroubových ploch
(obr. 50a). Šroubové plochy jsou na všech možných šroubech a závitech (obr. 50c). Některé těstoviny
jsou tvaru části šroubové plochy (před uvařeńım) (obr. 50b).

Pokud vám někdy spadla poč́ıtačová myš a rozbila se, určitě vás zaujala kulička uvnitř, která svým
pohybem udává pohyb kurzoru na obrazovce (obr. 41a). Kulové plochy jsou také povrchem kuliček v
ložisku (obr. 41b). Některé lustry jsou tvořeny částmi kulových ploch.

Pokud jste někdy ṕıchli kolo, museli jste bud’ slepovat nebo vyměnit duši kola (obr. 42c), ta má
tvar anuloidu. Anuloid je také součást́ı Teslova transformátoru pro źıskáváńı vysokých napět́ı (obr.
42b).

Povrch parabolických zrcadel je část rotačńıho paraboloidu (obr. 45b), podobně je tomu u parabo-
lických antén. Zaj́ımavé je akustické zrcadlo pocházej́ıćı z 1. světové války, jehož povrch je také část
paraboloidu (obr. 45a).

Rotačńı a šroubové plochy jsou často využ́ıvány ve stavebnictv́ı a architektuře. Třeba takový okap
je složen z část́ı válcových ploch (obr. 46a). Také jednoduché klenby jsou části válcových ploch (obr.
46b). Jiné využit́ı válcových ploch vid́ıme na Centre Pompidou (Pař́ıž, Francie) (obr. 46c). Opera
v Sydney (Austrálie), navržená v roce 1956 dánským architektem Jørnem Utzonem, je zastřešena
skořepinami kulových ploch (obr. 41c). Kupole budovy německého parlamentu (Berĺın, Německo)
je část protáhlého elipsoidu (obr. 43a). Chlad́ıćı věže jaderných elektráren maj́ı tvar jednod́ılného
rotačńıho hyperboloidu (obr. 44b). Tvar jednod́ılného hyperboloidu má i rozhledna Bor̊uvka u obce
Hluboká (Pardubický kraj, Česká republika) (obr. 44a). Muzeum současného uměńı v Nitéroi - autor
architekt Oskar Niemeyer využil rotačńı kuželovou plochu (obr. 47). Muzeum je v Braźılii nedaleko
Rio de Janeira.

Obecněǰśı rotačńı plochy jsou často využ́ıvány jako střechy. Na obrázku vid́ıme zastřešeńı kostela
Nejsvětěǰśıho srdce Jež́ı̌sova, Sacré-Coeur (Pař́ıž, Francie) (obr. 48).

Části šroubových ploch můžeme vidět u točivých schodǐst’. Deľśı hrany schod̊u lež́ı na př́ımkách
př́ımých šroubových ploch (obr. 49).

Na schodǐsti v muzeu Louvre (Pař́ıž, Francie) je vidět část vývrtkové šroubové plochy (obr. 50d).
Na kostele Panny Marie Sedmibolestné v Bratislavě (Slovenská republika) je střecha tvořena v́ıce

než polovinou závitu plochy tečen šroubovice (obr. 52).
Nejr̊uzněǰśı ozdobné tordované sloupky z obdob́ı baroka jsou cyklické šroubové plochy. U vchodu do

chrámu Panny Marie Sněžné v Olomouci (Česká republika) vid́ıme levotočivý i pravotočivý šroubový
sloup (obr. 51).
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Kulová plocha

(a) Kuličková myš (b) Kuličková ložiska

(c) Opera v Sydney

Obrázek 41
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Anuloid

(a) Ćıvka z Teslova transformátoru (b) Tesl̊uv transformátor

(c) Duše kola

Obrázek 42
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Protáhlý elipsoid

(a) Kupole německého parlamentu (b) Německý parlament

Obrázek 43

Jednod́ılný hyperboloid

(a) Rozhledna Bor̊uvka (b) Chlad́ıćı věže jaderných elektráren

Obrázek 44
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Paraboloid

(a) Akustická zrcadla (b) Parabolická zrcadla

Obrázek 45

Válcová plocha

(a) Okapy (b) Klenby

(c) Centre Pompidou (Pař́ıž, Francie)

Obrázek 46
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Kuželová plocha

Obrázek 47: Muzeum současného uměńı v Nitéroi

Zastřešeńı budov rotačńımi plochami

Obrázek 48: Sacré-Coeur (Kostel Nejsvětěǰśıho srdce Jež́ı̌sova) - Pař́ıž, Francie
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Př́ımá př́ımková šroubová plocha

Obrázek 49: Točité schodǐstě

Vývrtková př́ımková šroubová plocha

(a) Vývrtka (b) Těstoviny

(c) Závity (d) Muzeum Louvre v Pař́ıži, Francie

Obrázek 50
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Vinutý sloupec

Obrázek 51: Chrám Panny Marie Sněžné v Olomouci

Plocha tečen šroubovice

Obrázek 52: Kostel Panny Marie Sedmibolestné
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6 Výsledky

Rotačńı plochy

1

Parametrický popis plochy: p(t, s) =
[(

t2

4 + 2
)
· cos s;

(
t2

4 + 2
)
· sin s; t+ 3

]
; t ∈ R; s ∈ 〈0; 2π〉.

k

x
y

z

Obrázek 53: Plocha pro t ∈ 〈−5; 5〉, s ∈ 〈0; 2π〉

2

Parametrický popis plochy: p(t, s) = [(5− 2 cosh t) · cos s; (5− 2 cosh t) · sin s; 3 + 3 sinh t] ;
t ∈ R; s ∈ 〈0; 2π〉.

k

x y

z

Obrázek 54: Plocha pro t ∈ 〈−2; 2〉, s ∈ 〈0; 2π〉
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3

Parametrický popis plochy: p(t, s) = [t · cos s; t · sin s; 3 sin t] ; t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0; 2π〉.

k

x y

z

Obrázek 55: Plocha pro t ∈ 〈0; 2π〉, s ∈ 〈0; 2π〉

4

Parametrický popis plochy: p(t, s) = [(2 sin t+ 3) · cos s; (2 sin t+ 3) · sin s; t] ; t ∈ 〈0; 2π〉;
s ∈ 〈0; 2π〉.

k

x y

z

Obrázek 56: Plocha pro t ∈ 〈0; 2π〉, s ∈ 〈0; 2π〉
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5

Parametrický popis plochy: p(t, s) =
[
5 cos3 t · cos s; 5 cos3 t · sin s; 5 sin3 t

]
; t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0;π〉.

k

x y

z

Obrázek 57: Plocha pro t ∈ 〈0; 2π〉, s ∈ 〈0; 2π〉

Šroubové plochy

1

Parametrický popis plochy: p(t, s) = [(2 + 2 cos t) sin s; (2 + 2 cos t) cos s; 3 + 3 sin t+ 3s]; t ∈ 〈0; 2π〉;
s ∈ 〈0; 2π〉.

k

z

y

x

Obrázek 58: Plocha pro t ∈ 〈0; 2π〉, s ∈ 〈0; 2π〉
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2

Parametrický popis plochy kadeře: p(t, s) =
[
4 cos t · cos s; 4 cos t · sin s; 4 + 4 sin t+ 8

π · s
]

;
t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0; 2π〉.

k

z

yx

Obrázek 59: Plocha kadeře pro t ∈ 〈0; 2π〉, s ∈ 〈0; 2π〉

3

Parametrický popis plochy: p(t, s) =
[
t2

4 · sin s;
t2

4 · cos s; t+ 4 + 9
π · s

]
; t ∈ 〈−4; 4〉; s ∈ 〈0; 2π〉.

k

z

y
x

Obrázek 60: Plocha pro t ∈ 〈−4; 4〉, s ∈ 〈0; 2π〉

51



4

Parametrický popis plochy: p(t, s) = [(2 + 4 cos t) cos s− 4 sin t sin s; 4 sin t cos s+ (2 + 4 cos t) sin s; 2s] ;
t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0; 2π〉.

k

z

yx

Obrázek 61: Plocha pro t ∈ 〈0; 2π〉, s ∈ 〈0; 2π〉

5

Parametrický popis plochy: p(t, s) =
[
5 cos3 t cos s− 5 sin3 t sin s; 5 sin3 t cos s+ 5 cos3 t sin s; 6

π · s
]

;
t ∈ 〈0; 2π〉; s ∈ 〈0; 2π〉.

k

z

yx

Obrázek 62: Plocha pro t ∈ 〈0; 2π〉, s ∈ 〈0; 2π〉
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