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1 Parametrické vyjadreni kuzelosecek

V této kapitole pfipomeneme parametricky popis kuzelosecek a popis jejich tecen na konkrétnich
piikladech. Neuvadime zde zadné odvozeni, to je obsahem préace studenta Jana Suchomela: Paramet-
ricky popis kfivek.

Priklad ¢. 1

Je déna kruznice k o stfedu S[2; —3] a poloméru r = 3. Napiste stfedovy tvar obecné rovnice této
kruznice. Napiste parametrické vyjadieni této kruznice.

Reseni
Stredovy tvar obecné rovnice je:
(z—-2+(y+3)?2=09.
Parametrickych popisu kruznice je mnoho. My budeme potiebovat popsat kruznici (jeden obéh) se
zadanym vychozim bodem a zadanym smérem obéhu (kladny nebo zdporny smér).
Vypocitejme pruseciky kruznice s osou y(z = 0).
(=2 + (y+3)* =9
(y+3)2 =5
yr2=-3+V5

Necht je vychozim bodem pii jednom obéhu kruznice (t € (0;27)) bod K[0; —3 + v/5] a kruznice je
probihéna v kladném sméru (tj. v protisméru hodinovych ruécicek).
Parametricky popis pak je:

k(t) = [2 —2cost — V/5sint; =3 4+ V5 cost — 2sint]; t € (0;2n).
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Obrazek 1: Kruznice



Priklad ¢. 2
Bod V[—6; 7] je vrcholem paraboly, parametr paraboly je p = 2, osa paraboly o je

1) rovnobéznd s osou z,

2) rovnobézna s osou y.

Napiste vrcholovy tvar obecnych rovnic vSech parabol, které vyhovuji zaddni. Napiste parametrické
vyjadreni téchto parabol.

Reseni
1) Zadani vyhovuji dvé paraboly, bud je ohnisko bod E[-6+%;7] = [-5;7] nebo bod
Fl-6—5:7 =[-7;7].
Vrcholovy tvar obecné rovnice paraboly s ohniskem E je (y — 7)? = 4(z + 6) a parametrické
vyjédfent je k() = [% 6t + 7} . teR.
Vrcholovy tvar obecné rovnice paraboly s ohniskem F je (y — 7)? = —4(x + 6) a parametrické
vyjédrent je k(t) = Pg — 6t 4 7] . teR.
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Obrazek 3: Parabola s ohniskem F; ¢t € (—7;7)



2) Zadani{ vyhovuji dvé paraboly, bud je ohnisko bod G[—6;7+g] = [-6;8] nebo bod
H[-6;7— 5] =[-6;6].

Vrcholovy tvar obecné rovnice paraboly s ohniskem G je (z + 6)? = 4(y — 7) a parametrické
vyjédient je k() = [t —6 L+ 7} . teR.

Vrcholovy tvar obecné rovnice paraboly s ohniskem H je (z + 6)? = —4(y — 7) a parametrické
vyjédfent je k() = [t —6-L 7] . teR.
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Obrézek 4: Parabola s ohniskem G; ¢ € (=7;7)
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Obréazek 5: Parabola s ohniskem H; ¢t € (—7;7)



Priklad €. 3

Bod S[1;1] je stied elipsy, hlavni osa elipsy je rovnobéznd s osou z, velikost hlavni poloosy a = 2,
velikost vedlejsi poloosy b = 1. Napiste stfedovy tvar obecné rovnice této elipsy, napiste také jeji
parametrické vyjadieni. Dale napiSte souradnice pruseciku elipsy se soufadnicovymi osami a napiste
obecné rovnice tecen elipsy v téchto bodech

Reseni
Stredovy tvar rovnice elipsy je:

(z—1)° L= 1)?

=1
4 1

Vyuzijeme vzorec cos?t + sin?t = 1 a ddme do rovnost! 2% = cost a Y=L =sint.
y 2 1

Odsud ziskdme parametricky popis elipsy:
k(t) =[1+2cost;1 +sint]; t e (0;2m).
Pro popis tecen vyuzijeme parametricky tvar. Nejdiive uréime pruseciky elipsy s osou z(y = 0):

1+sint=0
sint = —1

3
t= g (feseni v intervalu (0; 27)).

Prusecik s osou z je bod D =k (37”) = [1;0] (vedlejsi vrchol elipsy).
Vypocitdme pruseciky elipsy s osou y(z = 0):

1+2cost=0
‘= 1
cost =~
2 4
te {;, ;} (feseni v (0;2m)).

01+ Fav =k (4) = [o;1- .
Vypocitdme tecné vektory elipsy: k'(t) = (—2sint; cost).
Pro pruseciky D,T,U ziskdme smérové vektory teéen dosazenim:

D=k(3) =[1;0] a K (3)=(2;0),

Pruseciky s osou y jsou body T' = k (%)

~—

T=k(F) =061+ a ¥(F) = (-VE-d),
U=k(F) =[01- L] 2 K ()= (v .

Nyni jiz napiSeme obecné rovnice tecen:

te¢na v bodé D je piimka m: y = 0 (osa z),
teéna v bodé T je pifmka p: © — 2v/3y +2v3+3 =0,
te¢na v bodé U je pifmka ¢: z + 2v/3y — 2v3 + 3 = 0.
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Obrazek 6: Elipsa s tetnami

Priklad ¢. 4

Body A[2;2] a B[2;10] jsou hlavni vrcholy elipsy, velikost vedlejsi poloosy je b = 1. Napiste sttedovy
tvar obecné rovnice elipsy. Napiste parametrické vyjadieni elipsy (1 obéh, t € (0;27)), vychoz bod
necht je bod A, elipsa je probihdna v zdporném sméru.

Reseni

Stied elipsy je bod S[2; 6], velikost hlavni poloosy je a = 4 a sttedovy tvar rovnice je:

(-2 (y-6°_

=1.
1 16

V parametrickém popisu bude v z-ové souradnici funkce sin a v y-ové souradnici funkce cos. Vhodnou
volbou znamének u téchto funkci dostaneme pozadované parametrické vyjadieni: Parametricky tvar:

k(t) =[2 —sint;6 — 4 cost]; t € (0;2m).
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Obréazek 7: Elipsa



Priklad €. 5

Bod S[3; —9] je stfed hyperboly, osy hyperboly jsou rovnobézné se souradnicovymi osami, velikost
hlavni poloosy je a = 3, velikost vedlejsi poloosy je b = 2. NapisSte stfedovy tvar obecnych rovnic vsech
hyperbol, které vyhovuji zadani. Napiste obecné rovnice asymptot. Napiste parametrické vyjadieni
téchto hyperbol.

Reseni
1) Hlavni osa hyperboly je rovnobéznd s osou z, stiedovy tvar je:

(=3 (+9°_,
9 4

Obecné rovnice asymptot ziskame z:

(-3 (y+9)°
9 4
4(z —3)* = 9(y +9)?

0
2(z=3) =3y +9)]- 2(z=3)+3(y+9)] =0,

0

tedy a1 :2x —3y—33=0 a a9:2x+3y+21=0.

Pro parametricky popis vyuzijeme vzorec (cosht)? — (sinht)? = 1 a ddme do rovnost{

%3 =cosht a %“9 = sinh t. Ziskdme parametricky popis jedné vétve:

k(t) = [3+ 3cosht; -9+ 2sinht]; ¢ e R.

Pro obé vétve je:
k(t) = [3+3cosht; =9+ 2sinht]; teR.

Obrazek 8: Hyperbola pro t € (—1.8;1.8)



2) Hlavni osa hyperboly je rovnobézna s osou y, stredovy tvar jeji rovnice je:

BCEL VRS

Rovnice asymptot jsou a; : 3z +2y+9=0 a ag:3z—2y—27=0.
Parametricky popis obou vétvi je:

k(t) = [3+ 2sinht; =9+ 3cosht]; teR.

Obrézek 9: Hyperbola pro ¢t € (—1.8;1.8)



2 Rotaéni plochy

Rotacni pohyb je v prostoru zadan osou rotace o. Zadany bod K, ktery nelezi na ose o, se pfi rotaci
pohybuje po kruznici m. Tato kruznice lezi v roviné «, kterd prochazi bodem K a je kolma k ose o.
Oznaéme M prusecik osy o a roviny «, je to stfed kruznice m, polomér kruznice m je roven vzdéalenosti

bodu K a M.

Obrazek 10: Ilustraéni obrazek

Rotaéni plocha vznikne rotaci kiivky k pii zadaném rota¢nim pohybu (kiivka k nelezi v roviné
kolmé k ose rotace o). Kazdy bod kiivky k se pohybuje po tzv. rovnobézkové kruznici.

Uvazujme libovolnou rovinu p, kterd prochézi osou o. Prunik roviny p a rotaéni plochy je kiivka
zvana polednik (merididn). Je to kiivka soumérnd podle osy o, jedna ze soumérnych ¢asti se nazyva
polomeridian.

2.1 Rotaéni kvadratické plochy

Rotaéni kvadratické plochy vznikaji bud rotaci pifmky kolem zadané osy rotace nebo rotaci
kuzelosecky (elipsy, kruznice, paraboly, hyperboly) kolem nékteré z jejich os.

Plochy se nazyvaji kvadratické, protoze mohou byt popsany pomoci kvadratického polynomu v
proménnych z,y a z. Napiiklad x2 4+ 32 + 22 = r? je rovnice jedné z rotaénich kvadratickych ploch, je
to kulové plocha o stiedu O[0; 0;0] a poloméru r.

Nejdiive si popiSeme piimkové rotacni kvadratické plochy. Pro jednoduchost za osu rotace bereme
vzdy soufadnicovou osu z. V prvnim piikladé si ukazeme podrobné postup, v dalsich ptikladech bude
zapis kratsi.



Priklad €. 1

Rotaéni pohyb je zadédn osou rotace o = osa z. NapiSte parametrické vyjadieni rota¢ni plochy, kterd
vznikne rotaci piimky k. Piimka k prochdzi bodem [4; —3;0] a je rovnobéznd s osou rotace.

Reseni
Zactneme parametrickym popisem pifmky k:
k(t) =[4;-3;t]; teR.

Zadané ptfimka je polomerididnem plochy a vysledna plocha je rotacni valcovd plocha. Kazdy bod
ptimky k se pohybuje po rovnobézkové kruznici.

Zvolme si pevné (ale libovolné) bod K piimky k: K = k(to) = [4; —3;to]. Nyni popiseme rov-
nobézkovou kruznici m bodu K v roviné « : z = tg. Kruznici m muzeme popsat ruzné:
m(s) = [4coss+ 3sins; —3coss + 4sins;tp]; s € (0;2m) (1 obéh).

Nebo muzeme ur¢it polomér r. Stfed kruznice m je bod M|0;0;tp] a r = |[MK| = /16+9 = 5.
Jind parametrizace je: m(u) = [5cosu;bsinu;tg);  u € (0;27).

Parametricky popis plochy ziskdme tak, ze nyni budeme ménit bod K piimky & (uvolnime fixovany
parametr tg, tedy zaménime t za tg):

p(t,s) = [4coss+ 3sins; —3coss +4sins;t]; t€R; s e (0;2m)

nebo
p(t,u) = [beosu;bsinu;t]; t€R; ue (0;2m).

y
X k() =[4-3;t]; te(0;10)
m(u) = [Bcosu;5sinuy;2); u € {0;27)

Obrazek 11: Vdlcova plocha pro parametry ¢ € (0;10), s € (0;27)
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Priiklad ¢. 2
Rotaéni pohyb je zadédn osou rotace o = osa z. NapiSte parametrické vyjadieni rota¢ni plochy, kterd
vznikne rotaci piimky k. Piimka k je ur¢ena body [5;0; 8] a [0;0;4].
Reseni
Parametricky popis pfimky k je:
k(t) = [5t;0;4 +4t] teR.

Je to polomeridian rotaéni kuzelové plochy.

Zvolme bod K na piimce k: K = k(tg) = [5to; 0;4 + 4tp].

Rovnobézkova kruznice m bodu K v roviné « : z = 4 + 4ty (polomeér r = 5tg, stied [0;0;4 + 4tp]) ma
parametricky popis: m(s) = [5tg cos s; 5tgsins;4 4 4tg]; s € (0;2m) (1 obéh).

Parametrické vyjadreni rotaéni kuzelové plochy je:

p(t,s) = [btcoss;btsins; 4+ 4t]; ¢t €R; s € (0;27)

Obrazek 12: Kuzelové plocha pro parametry ¢ € (—5;5), s € (0;27)

Priklad €. 3

Rotacéni pohyb je zadan osou rotace o = osa z. Napiste parametrické vyjadieni rotacni plochy, ktera
vznikne rotaci pifmky k. Pifmka k je uréena body [3v/2;0; —2] a [0;3v/2; 2].

Reseni
Parametricky popis piimky k je:
k(t) = [3V2 — 3v/2t;3V2t; -2 + 4t]; teR.

Tato piimka je s osou rotace mimobézna.

Zvolime bod K piimky k: K = k(tg) = [3v/2 — 3v/2t0; 3v/2to; —2 + 4t].

11



Abychom nemuseli pocitat polomér, popiSeme kruznici takto:

m(s) = [(3V2 — 3v/2t) - cos s + 3v/2tg sin s;
3v/2tg cos s — (3v/2 — 3v/2tg) - sin s; —2 + 4t0}
s € (0;27) (1 obéh).
Parametricky popis plochy je:
p(t,s) = |(3V2 — 3V/2t) - cos s + 3v/2t sin s;
3V2tcos s — (3V2 — 3V/2t) - sin s; —2 + 4t | ;
t e R; s e (0;2m).

Obrézek 13: Plocha pro parametry t € (0;1), s € (0;27); zelené je vyznacen polomerididn plochy

Z obrazku vidime, ze plocha je soumérna podle pudorysny (z,y). Tedy plochu lze vytvorit také ro-
taci piimky [, kterd je soumérna k pifmce k podle pudorysny. Piimka [ je urcéena body [3\/5; 0;2] a

[0;3v/2, —2].

Vyzkousejte si sami parametricky popis plochy pro zadanou piimku I:

p(t,s) = [(3\[ — 3V/2t) - cos s + 3v/2t sin s;
3v2t cos s — (3v/2 — 3v/2t) - sin s; 2 — 4t | ;
t eR; s e (0;2m).
Na plose jsou tedy 2 systémy primek, jeden vznikne rotaci piimky k a druhy rotaci piimky I. To je
velmi vyhodné ve stavebnictvi.
Podivejme se na kiivku plochy v roviné (z, z), odhadujeme, ze meridian plochy je hyperbola. Je

tomu skuteéné tak a vyslednd plocha je rota¢ni jednodilny hyperboloid. Stejnou plochu muzeme tedy
vytvofit rotaci hyperboly kolem jeji vedlejsi osy.

12



Obrazek 14: Plocha (vznikla rotaci ptimky [) pro parametry t € (0;1), s € (0;27)

Priklad ¢. 4

Rota¢ni pohyb je zadédn osou rotace o = osa z. NapiSte parametrické vyjadieni rotac¢ni plochy,
2 2
kterd vznikne rotaci hyperboly k. Hyperbola k lezi v roviné (z,z) a md rovnici § — % = 1.

Az

ResSeni

Parametricky popis zadané hyperboly je:

k(t) = [£3cosht;0;2sinht]; teR.

Tato hyperbola je meridian plochy. Pro popis plochy
muzeme pouzit celou hyperbolu (tj. obé vétve) a pak
sta¢i otoc¢it o thel 7. Nebo muzeme rotovat jednu
vétev a otocit ji o ihel 2. Vybereme bod K na jedné
vétvi: K = k(to) = [+3 cosh tp; 0; 2 sinh ).
Parametricky popis rovnobézkové kruznice m bodu
K je:

m(s) =[3 coshtg - cos s; 3 cosh tg - sin s; 2 sinh tg); Obrazek 15: Jednodilny hyperboloid pro para-
s € (0;2m). metry
t e (—1;1), s € (0;27)
Parametricky popis jednodilného hyperboloidu je:
p(t,s) = [3cosht-coss;3cosht-sins;2sinht]; ¢ €R; s € (0;2m).

Hyperbolu muzeme také otdcet kolem jeji hlavni osy, vznikla plocha
mé dva dily a nazyva se dvojdilny rotaéni hyperboloid.

Priklad €. 5

Rotacéni pohyb je zaddn osou rotace o = osa z. Napiste parametrické vyjadieni plochy, kterd vznikne
2
rotaci hyperboly k. Rovnoosd hyperbola & lez{ v roviné (y, z) a ma rovnici —4z 4 &= = 1.

13



Reseni
Parametricky popis zadané hyperboly je:
k(t) = [0;5sinht; £5cosht]; t e R.

Hyperbolu sta¢i oto¢it o tdhel 7. Zvolme bod K = k(tg) = [0;5sinhtg;5coshty] (resp.
[0; 5sinh tp; —5 cosh tp] na druhé vétvi).
Parametrické vyjadieni rovnobézkové kruznice m v roviné a : z = 5coshty (resp. z = —5coshtp) je:

m(s) = [5sinh g cos s; 5sinhtgsins; £5coshtp]; s € (0; 7). Parametrické vyjadieni plochy je:

p(t,s) = [bsinhtcos s;5sinhtsins; £5cosht]; t €R; s € (0;m).

Obrézek 16: Dvojdilny hyperboloid pro parametry ¢ € (—2;2), s € (0;27)

V souboru rota¢nich kvadratickych ploch samoziejmé nemuze chybét kulova plocha. Vznikne rotaci
kruznice, jejiz stted lezi na ose rotace.

Priklad ¢. 6

Rotacni pohyb je zaddn osou rotace o = osa z. Napiste parametrické vyjadieni plochy, kterd vznikne
rotaci kruznice k. Kruznice k lezi v roviné (z, z), bod O]0;0;0] je jeji sted, polomér je r = 6.

Reseni
Parametricky popis kruznice k je:
k(t) = [6cost;0;6sint]; t € (0;2m).
. 3w

Miuzeme otocit polovinu kruznice (t € <§, 5 ) o thel 27 nebo celou kruznici k o tdhel 7. Zvolime bod

K = k(tg) = [6costp;0; 6sintp]. Parametrické vyjadieni rovnobézkové kruznice je:
m(s) = [6costpcoss;6costpsins; 6sintgl; s € (0;2m) (pro s € (0;m) se jednd o pulkruznici).

Parametricky popis kulové plochy je:

p(t,s) = [6costcoss;6costsins;6sint]
t € (0;2m); s € (0;m) (nebote (5;38) as e (0;2m)).

Pokud je kiivka k elipsa, muzeme ji otacet bud kolem jeji hlavni osy nebo kolem jeji vedlejsi osy. Tyto
rota¢ni kvadratické plochy se nazyvaji elipsoidy.

14
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Obrézek 17: Kulova plocha pro parametry ¢ € <g, 377r> , s €(0;2m)

Priklad ¢. 7

Rotacni pohyb je zadan osou rotace o = osa z. Napiste parametrické vyjadieni plochy, ktera vznikne

, . . v, - , sl 2 (3—4)2 _
rotaci elipsy k. Elipsa lez{ v roviné (z, z) a md rovnici: - + 5z~ = 1.

Reseni
Parametricky popis elipsy k je:
k(t) = [2cost;0;4 + 4sint]; ¢ € (0;2m).

Osa rotace je hlavni osa elipsy, elipsu oto¢ime o uhel w. Zvolime bod
K = k(tg) = [2costo; 0;4 + 4sintp]. Parametrické vyjadfeni rovnobézkové
kruznice: m(s) = [2 costg cos s;2 costgsins; 4 + 4sintp]; s € (0; 2m).

Parametricky popis plochy je:
p(t,s) = [2costcoss;2costsins; 4+ 4sint]; t € (0;27); s € (0;7)

7 obréazku je ziejmé, proc¢ se tento elipsoid nazyva protahly.

Priklad ¢. 8

Rotaéni pohyb je zaddn osou rotace o = osa z. NapiSte parametrické y
vyjadfeni plochy, kterd vznikne rotaci elipsy k. Elipsa lezi v roviné (y, 2)
a m4 rovnici: ?{TQS + (2*42)2 =1. Obrazek 18: Protéhly

elipsoid pro
Reseni t € (0;27), s € (0;m)
Parametricky popis elipsy k je:
k(t) = [0;4cost;2 + 2sint]; ¢ € (0;2m).

Osa rotace je vedlejsi osa elipsy, elipsu oto¢ime o thel 7.

Zvolime bod K = k(tog) = [0;4 costo; 2 + 2sintp].

Parametrické vyjadreni rovnobézkové kruznice m v roviné « : z = 2 + 2sintg je:
m(s) = [4dcostgcoss;4dcostysins; 2 + 2sintg); s € (0;2m).

Parametricky popis plochy je: p(t,s) = [4costcoss;4costsins; 2+ 2sint]; t € (0;2m); s € (0;m).
Tento elipsoid se nazyva zplostély.
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Obrazek 19: Zplostély elipsoid pro t € (0;27), s € (0;m)

Priklad ¢. 9

Rotaéni pohyb je zaddn osou rotace o = osa z. Napiste parametrické vyjadieni plochy, kterd vznikne
rotacf paraboly k. Parabola k lez{ v roviné (z, z) a m4 rovnici 72 = 62.

Reseni

Parametricky popis paraboly k je:

2
k(t) = [t;O; 6} ; teR

2
Osa rotace je osou paraboly, parabolu oto¢ime o dhel 7. Zvolime bod K = k(tp) = [to; 0; %0} Para-

2
metrické vyjadieni rovnobézkové kruznice: m(s) = [to cos s; to sin s; %0 ;s e (0;2m).
Parametricky popis plochy je:

/2
p(t,s) = [tcoss;tsins; 6} ;. teR; se (0;m).

Az

——— |

Obrézek 20: Paraboloid pro t € (—5;5), s € (0;7)

Timto je seznam rotac¢nich kvadratickych ploch uplny.
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2.2 Dalsi rotacni plochy

Nyni miizeme vytvafet sami nejriznéjsi rotacni plochy. Mezi zndmé rotaéni plochy patii anuloid.

Priklad ¢. 10

Rotacni pohyb je zaddn osou rotace o = osa z. Napiste parametrické vyjadieni plochy, kterd vznikne
rotaci kruznice k. Kruznice k lezi v roviné (z, z), bod S[6;0; 0] je jeji stted, polomér je r = 3.

Reseni
Parametricky popis kruznice k je:
k(t) = [6 + 3cost; 0;3sint]; ¢ € (0;2m).

Zadana kruznice neprotind osu rotace. Zvolime bod K = k(tg) = [6 + 3 costo; 0; 3sintp]. Parametrické
vyjadieni rovnobézkové kruznice m bodu K v roviné « : z = 3sinty je:
m(s) = [(6 + 3costy) - coss; (6 + 3costy) - sins; 3sintp]; s € (0;2m).

Parametricky popis plochy je:

p(t,s) =[(6 + 3cost) - coss; (6+ 3cost) -sins;3sint]; ¢t e (0;2m); s € (0;2m).

Obrazek 21: Anuloid pro t € (0;27), s € (0;2m)

Pii pohledu na obrazek se ndm urc¢ité vybavi duse automobilového kola.

V prikladé ¢. 6 jsme rotovali kruznici, jejiz stfed lezel na ose rotace, v piikladé ¢. 9 jsme rotovali
kruznici, kterd nema spoleéné body s osou rotace. Nyni nas zajimaji dalsi piipady.

Priklad €. 11

Rotaéni pohyb je zadan osou rotace o = osa z. NapiSte parametrické vyjadieni plochy, kterd vznikne
rotaci kruznice k. Kruznice k lezi v roviné (y, z), bod S[0;4;0] je jeji stied, polomér je r = 4.

Reseni
Parametricky popis kruznice k je:

k(t) = [0;4 + 4 cost; 4sint]; ¢ € (0;2m).

17



Zadan4 kruznice se dotyka osy rotace. Plocha se nazyva axoid. Zvolime bod K = k(ty) =
= [0;4 + 4 costp; 4sin ty).

Parametrické vyjadreni rovnobézkové kruznice m bodu K v roviné « : z = 4sintg je:
m(s) = [(4 +4costy)coss; (4+4costy)sins;dsintg]; s € (0;27).

Parametricky popis plochy je:

p(t,s) = [(4+4cost)coss; (4+ 4cost)sins;4sint]; ¢ € (0;27); s € (0;2m).

Obrézek 22: Axoid pro ¢ € (0;27), s € (5;2m)

Priklad ¢. 12

Rota¢ni pohyb je zadan osou rotace o = osa z. NapiSte parametrické vyjadieni plochy, kterd vznikne
rotaci kruznice k. Kruznice k lezi v roviné (z, z), bod S[2;0;0] je jeji stied, polomér je r = 4.

Reseni
Parametricky popis kruznice k je:
k(t) = [2+ 4cost;0;4sint]; t € (0;2m).

Zadand kruznice protind osu rotace ve dvou ruznych bodech. Plocha se nazyva melanoid. Zvolime
bod K = k(tg) = [2 4+ 4costp;0;4sinty]. Parametrické vyjddieni rovnobézkové kruznice m bodu K
v rovingé « : z = 4sintg je: m(s) = [(2 + 4 costp) cos s; (2 + 4 costy) sin s;4sintg]; s € (0;27).

Parametricky popis plochy je:

p(t,s) =[(2+4cost)coss; (2+ 4cost)sins;4sint]; ¢ € (0;27m); s € (0;2m).

18



X k
Obrézek 23: Melanoid pro ¢t € (0;27), s € (5; 5
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2.3 Priklady na procviceni

1

Rotacni pohyb je zaddn osou rotace o = osa z. Napiste parametrické vyjadieni plochy, kterd vznikne
rotaci paraboly k. Parabola k lezi v roviné (z,z), bod V[2;0;3] je jeji vrchol, bod F[3;0;3] je jeji
ohnisko.

2

Rotaéni pohyb je zadan osou rotace o = osa z. NapiSte parametrické vyjadieni plochy, kterd vznikne
rotaci jedné vétve hyperboly k. Hyperbola k lezi v roviné (y, z) a mé rovnici:
(y—5?2 (-3 _

— =1
4 9

Vyberte tu vétev hyperboly, kterd protina osu z.

3

Rotaéni pohyb je zaddn osou rotace o = osa z. Napiste parametrické vyjadieni plochy, kterd vznikne
rotaci kfivky k. Parametricky popis kiivky & je:

k(t) = [t;0;3sint]; ¢ € (0;27).

4

Rotacni pohyb je zaddn osou rotace o = osa z. Napiste parametrické vyjadieni plochy, kterd vznikne
rotaci kiivky k. Parametricky popis kiivky & je:

k(t) =[0;2sint + 3;t]; ¢ € (0;2m).

5

Rotacni pohyb je zaddn osou rotace o = osa z. Napiste parametrické vyjadieni plochy, kterd vznikne
rotaci asteroidy k. Parametricky popis kiivky k je:

k(t) = [5cos®t;0;5sin’ t]; ¢ € (0;2n).
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3 Sroubové plochy

Sroubovy pohyb je v prostoru zadén osou o droubového pohybu, smyslem (pravotocivy ¢ levotocivy),
vyskou zavitu v nebo redukovanou vyskou zavitu vg. Zadany bod K, ktery nelezi na ose o, se pfi
Sroubovani pohybuje po Sroubovici [. Tato Sroubovice lezi na rota¢ni valcové plose, jejiz osou je
zadand osa o. Ridici kruznice m vélcové plochy lezi v roviné «, kterd prochizi bodem K a je kolm4
k ose 0. Ozna¢me M prisecik osy o a roviny «, je to stfed kruznice m, polomér kruznice je roven
vzdalenosti bodu K a M. Vice o Sroubovici naleznete v praci studenta Jana Suchomela.

0

T

Obrazek 24: Ilustracni obrazek

Sroubové plocha vznikne sroubovym pohybem kiivky k pii zadaném sroubovém pohybu. (Kfivka
k nelezi na jedné rotacni valcové plose s osou rotace o sroubového pohybu.) Kazdy bod kfivky k se
pohybuje po Sroubovici.

Pro sroubovou plochu je rozhodujici 1 zavit (odpovidd otoceni o tihel 27 a posunuti o vysku v),
ten se stale opakuje.

3.1 Primkové sroubové plochy

Tyto plochy vznikaji Sroubovym pohybem piimky k, kterd neni rovnobézna s osou o Sroubového
pohybu. Pokud piimka k protind osu o, plochy se nazyvaji uzaviené a osa o lezi na plose. Pokud
piimka k neprotind osu o, plochy se nazyvaji oteviené. Je-li ptimka k kolma k ose o, Sroubova plocha
se nazyva piiméa, v opatném piipadé vyvrtkova (kosd).

Pro jednoduchost za osu o Sroubového pohybu bereme vzdy soufadnicovou osu z a popisujeme
vzdy 1 zavit plochy.

V prvnim pifkladé se ukdzeme podrobné postup, v dalsich pfikladech bude zapis kratsi.
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Priklad €. 1

Osa o sroubového pohybu je soufadnicova osa z.
Sroubovy pohyb je

a) pravotoCivy,
b) levotocivy.

Vyska zavitu v = 16.

NapiSte parametrické vyjadieni Sroubové plochy, kterd vznikne Sroubovym pohybem piimky k. Piimka
k je souradnicova osa x.

Reseni

Parametricky popis piimky k je:
k(t) =[t;0;0]; teR.

Ptrimka k protind osu o a je k ni kolmé, Sroubova plocha je pfima a uzaviend. Na piimce k zvolime
bod:
K = k(to) = [to; 0; 0].

Nyni popiseme Sroubovici [ bodu K. P#i popisu Sroubovice zaciname popisem kruznice m v roviné « :
z = 0. U rota¢nim ploch jsme mohli tuto kruznici parametrizovat libovolné. Zde ale na parametrickém
popisu zélezi, jeji vychozi bod musi byt bod K a kruznice je probihana proti sméru hodinovych rucicek
u pravotocivého sroubového pohybu nebo ve sméru hodinovych rucicek u levotoc¢ivého pohybu (pohled
na kruznici m je ze sméru kladné poloosy osy z).

Parametricky popis kruznice m je
m(s) = [tocos s;tosins; 0]; s € (0;27) (1 obéh)
pro pohyb proti sméru hodinovych rucicek, nebo
m(s) = [tocoss; —tgsins;0]; s € (0;2m)

pro pohyb ve sméru hodinovych rucicek.

Nyni potfebujeme znat redukovanou vysku zavitu vy = = = & = 8 Do predpisu kruznice m
2 2 ™
doplnime posunuti v z-ové soutfadnici a méame parametricky popis jednoho zavitu Sroubovice:

a) pravotociva: [(s) = [tocoss;tosins; 2 -s]; s € (0;2m)

b) levotoéiva: I(s) = [tocoss; —tgsins; 2 - s]; s € (0;2n)

Nyni budeme ménit bod K na piimce k (uvolnime parametr t).
. 8
p(t,s) = |tcoss;tsins; —-s|; teR; se(0;2m)
s
je popis jednoho zavitu pravotocivé sroubové plochy a
. 8
q(t,s) = |tcoss;—tsins;—-s|; teR; se(0;2m)
v

je popis jednoho zavitu levotocivé sroubové plochy.
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i ]

k(t) =[t;0;0]; t € (—2;2)

(a) Plocha p pro t € (—2;2), s € (0;27)

(b) Plocha ¢ pro t € (—2;2), s € (0;2m)

Obrazek 25: K prikladu ¢. 1
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Priklad ¢. 2

Osa o sroubového pohybu je soufadnicové osa z. Sroubovy pohyb je pravotocivy, redukovand vyska
zavitu vg = % Napiste parametrické vyjadieni jednoho zavitu plochy, ktera vznikne Sroubovym po-
hybem piimky k. Pifmka k je ur¢ena body [4;0;0], [0;4;0].

Reseni
Parametricky popis ptimky k je:
k(t) = [4 —4t;4¢;0]; teR.
Piimka k neprotind osu o, je k ni kolmd, plocha je pfima a oteviend. Zvolime bod K = k(tg) =

[4 — 4tg; 4t9; 0]. PopiSeme kruznici m v roviné « : z = 0, vychozi bod je K, kruznice je probihéna proti
sméru hodinovych rucicek:

m(s) = [(4 — 4tg) cos s — 4tgsin s; 4tg cos s + (4 — 4tp) sins; 0]; s € (0;27) (1 obéh).

Parametricky popis jednoho zavitu sroubovice bodu K je:
. .7
I(s) = | (4 — 4tg) cos s — 4t sin s; 4ty cos s + (4 — 4tg) sin s; 58| SE€ (0;27).
Parametrické vyjadreni jednoho zavitu plochy je:
. .7
p(t,s) = (4 — 4t) cos s — 4t sin s; 4t cos s + (4 — 4t) sin s; 55| t eR; s e (0;2m).

Na oteviené Sroubové plose je jedna speciadlni Sroubovice, tzv. hrdlova Sroubovice. Je to Sroubovice
bodu H piimky k, ktery je ose o nejblize. V nasem piikladé je to sroubovice bodu H|[2;2;0].

Oranzové je vyznaena hrdlova Sroubovice

Obréazek 26: Plocha pro t € (0;1), s € (0;27)

24



Priiklad ¢. 3
Osa o sroubového pohybu je soufadnicové osa z. Sroubovy pohyb je levotocivy, vyska zavitu v = 12.

Napiste parametrické vyjadieni jednoho zavitu plochy, kterd vznikne Sroubovym pohybem piimky k.
Pifmka k je urcéena body [4;0;0], [0;0;5].

Reseni
Parametricky popis ptimky k je:
k(t) = [4 — 4t;0;5t]; t e R.
Pifmka k protind osu o a neni kolm4 k ose, plocha je uzaviend a vyvrtkova. Zvolime bod K = k(tp) =

[4 — 4tp; 0; 5tp]. Parametricky popis kruznice m v roviné « : z = 5tg, vychozi bod je K, kruznice je
probihana ve sméru hodinovych rucicek:

m(s) = [(4 — 4tg) cos s; —(4 — 4tg) sin s; 5tg); s € (0; 2m).
Parametricky popis jednoho zavitu sroubovice bodu K je:
) 6
I(s) = | (4 —4tg) coss; —(4 — 4tg) sins; Btg+ — - s|; s € (0;2m).
7T
Parametrické vyjadieni jednoho zavitu plochy je:

6
p(t,s) = [(4—475) cos s; —(4 — 4t) sin s; 5t + -5] ;o teR; s e (0;2m).
i

X Y
Obrazek 27: Plocha pro t € (0;1), s € (0;27)
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Piiklad ¢. 4
Osa o sroubového pohybu je soufadnicové osa z. Sroubovy pohyb je pravotocivy, redukovand vyska
zavitu vg = 3. Napiste parametrické vyjadieni jednoho zavitu plochy, ktera vznikne sroubovym pohy-
bem piimky k. Piimka k je urcena body [4;0;0], [0;4;2].
Reseni
Parametricky popis ptimky k je:

k(t) = [4 — 4t;4t;2t]; t € R.

Piimka k neprotind osu o a neni k ose kolmd, plocha je oteviena a vyvrtkova. Zvolime bod K =
k(to) = [4 — 4to; 4to; 2tg]. Parametricky popis kruznice m v roviné « : z = 2tg, vychozi bod je K,
kruznice je probihana proti sméru hodinovych rucicek, je

m(s) = [(4 — 4tp) cos s — 4ty sin s; 4tg cos s + (4 — 4tg) sin s; 2tg]; s € (0;27).
Parametricky popis jednoho zavitu sroubovice bodu K je:
I(s) = [(4 — 4tp) cos s — 4tgsin s; 4tg cos s + (4 — 4tg) sin s; 2tg + 3s]; s € (0; 27).
Parametrické vyjadieni jednoho zavitu plochy je:
p(t,s) = [(4 —4t) coss — 4tsins; 4t cos s + (4 — 4t) sins; 2t + 3s]; t € R; s € (0;27).

Hrdlova sroubovice h této plochy je sroubovice bodu H [2;2; 1] piimky k.

Kdyby zadana ptrimka byla zaroven te¢nou sroubovice h v bodé H, jednalo by se o tzv. plochu tecen
Sroubovice. V tomto piikladé ale tomu tak neni.

Obréazek 28: Plocha pro t € (0;1), s € (0;27)
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Priklad ¢. 5

Osa o sroubového pohybu je soufadnicova osa z, Sroubovy pohyb je pravotocivy, vyska zavitu v = 16.
Napiste parametrické vyjadieni jednoho zavitu plochy tec¢en sroubovice bodu A[3;0;0].

Reseni

Parametricky popis jednoho zavitu Sroubovice bodu A je
., 8
I(t) = |3cost;3sint; — - t|; e (0;27).
T

Zvolime libovolny bod K na sroubovici K = [(tg) = [3 cos to; 3sin to; % -tp]. PopiSeme te¢nu sroubovice
v tomto bodé.

Tecné vektory Sroubovice jsou: I'(t) = (—3 sint; 3 cost; %),

teény vektor v bodé K je: l'(tg) = (—3 sin to; 3 cos to; %)

Parametricky popis teény Sroubovice v bodé K je:

q(s) =1(to) +s-U'(to); seR

8 8
q(s) = {3costo—SSSint0;3sinto+3scosto;-t0+~s} ;i sER.
0 ™

Parametricky popis jednoho zavitu plochy te¢en Sroubovice je:

8 8
p(t,s) = [300875—35sint;3sint+3500st;-t+'s]; t € (0;2m); s €R.
T T

Y
Obrazek 29: Plocha pro t € (0;27), s € (0;2)
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3.2 Cyklické sroubové plochy

Tyto plochy vznikaji sroubovym pohybem kruznice & (kruznice k nesmi lezet v roviné kolmé k ose o
a zdroven mit stfed na ose o).

Pokud kruznice k protind osu o, plochy se nazyvaji uzaviené a osa o lezi na plose. V opacném
pripadé se nazyvaji oteviené.

Priklad ¢. 6

Osa o sroubového pohybu je osa z, Sroubovy pohyb je pravotocivy, vyska zavitu v = 18. Napiste
parametrické vyjadieni jednoho zavitu plochy, kterd vznikne Sroubovym pohybem kruznice k.
Kruznice k lezi v roviné (z, z), bod S[4;0;0] je jeji stied, polomér je r = 2.

Reseni
Parametricky popis kruznice k je:
k(t) = [4+ 2cost; 0;2sint]; t € (0;2m).

Kruznice k£ neprotina osu o, plocha je oteviena. Tato plocha se
nazyvé plocha sv. Jilji. Cést plochy (cast, kterd vznikne sroubovym
pohybem horni pulkruznice) byla pouzita k zaklenuti sroubového
schodisté v kostele svatého Jilji ve Francii.

Zvolime bod K = k(tp) = [4 + 2costp;0;2sintg]. Parametricky
popis kruznice m v roviné « : z = 2sin tg, vychozi bod K, kruznice
je probihana proti sméru hodinovych rucicek:

m(s) = [(4+ 2costg)coss; (44 2costy)sins; 2sinty]; s € (0;2m)

Parametricky popis jednoho zavitu sroubovice bodu K je:

9
I(s) = [(4 + 2costy) cos s; (4 + 2costy)sins; 2sinty + — - s}
0

s € (0;2m). k X

Parametrické vyjadieni jednoho zavitu plochy je: Obrazek 30: Plocha sv. Jilji pro

9 t € (0;27), s € (0;2m)

p(t,s) = [(4 + 2cost)coss; (4+2cost)sins; 2sint + — - s}
T

t € (0;27); s € (0;2m)
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Priiklad ¢. 7
Osa o sroubového pohybu je osa z, Sroubovy pohyb je levotocivy, vyska zavitu v = 20. Napiste

parametrické vyjadieni jednoho zavitu plochy, ktera vznikne Sroubovym pohybem kruznice k.
Kruznice k lezi v roviné (z, z), bod S[2;0;0] je jeji stfed, polomér je r = 2.

Reseni
Parametricky popis kruznice k je:
k(t) = [2+ 2cost; 0;2sint]; ¢t € (0;2m).
Kruznice k se dotyka osy o, plocha je uzaviena a osa o na plose lezi.
Zvolime bod K = k(tg) = [2 + 2 costy; 0; 2sin tg]. Parametricky popis kruznice m v roviné
«: z = 2sintg, vychozi bod K, kruznice je probihdna ve sméru hodinovych rucicek:
m(s) = [(2 + 2costg) cos s; —(2 + 2costp) sin s; 2sintp); s € (0;2m)

Parametricky popis jednoho zavitu Sroubovice bodu K je:
: . 10
I(s) = |[(2+2costy)coss;—(2+2costy)sins; 2sinty + — - s|; s € (0;2m).
T
Parametrické vyjadieni jednoho zavitu plochy je:

10
p(t,s) = {(2+2cost)coss;(2+2(:ost) sin s; 2sint + -5] ; t€(0;2m); s € (0;2m)
T

X K y
Obréazek 31: Plocha pro t € (0;27), s € (0;2m)
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Priklad ¢. 8

Osa o sroubového pohybu je osa z, Sroubovy pohyb je pravotocivy, vyska zavitu v = 20. Napiste
parametrické vyjadieni jednoho zavitu plochy, ktera vznikne Sroubovym pohybem kruznice k.
Kruznice k lezi v roviné (z, z), bod S[2;0;4] je stied, polomér je r = 4.

Reseni
Parametricky popis kruznice k je:

k(t) = [2+4cost; 0;4 4 4sint]; e (0;27).

Kruznice k protind osu o, plocha je uzaviena.
Zvolime bod K = k(to) = [2 + 4 costo; 0;4 + 4sin ). Parametricky popis kruznice m v roviné

«a:z =4+ 4sinty, vychozi bod K, kruznice je probihdna proti sméru hodinovych rucicek:
m(s) = [(2+ 4costy) coss; (2 +4costy)sins; 4+ 4sintp]; s € (0;2m)

Parametricky popis jednoho zavitu Sroubovice bodu K je:

10
I(s) = {(2+4costo)coss; (24 4costp)sins; 4 +4sintyg + — - S:| ;s e (0;2m).
T

Parametrické vyjadieni jednoho zavitu plochy je:

10
p(t,s) = [(2+4cost)coss; (2+4cost)sins;4+4sint+~s} ; t€(0;2m); s € (0;2m)
™
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Obrazek 32: Plocha pro t € (0;2m), s € (0;27)
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Priklad €. 9

Osa o sroubového pohybu je osa z, Sroubovy pohyb je pravotocivy, vyska zavitu v = 20. Napiste
parametrické vyjadieni jednoho zavitu plochy, ktera vznikne Sroubovym pohybem kruznice k.
Kruznice k lezi v roviné (z,y), bod S[6;0;0] je jeji stied, polomér je r = 3.

Reseni
Parametricky popis kruznice k je:
k(t) = [6 + 3cost;3sint; 0]; ¢ € (0;2m).

Kruznice k£ nemé spoleény bod s osou o, plocha je oteviena. Tato plocha se nazyva plocha vinutého
sloupku.

Zvolime bod K = k(tp) = [6 4+ 3 costp; 3sintp; 0]. Parametricky popis kruznice m v roviné a : z = 0,
vychozi bod K, kruznice je probihana proti sméru hodinovych rucicek:

m(s) = [(6 + 3 costy) coss — 3sintgsins; 3sintycoss + (6 + 3costy)sins; 0]; s € (0;27)
Parametricky popis jednoho zavitu sroubovice bodu K je:

10
I(s) = [(6+3cost0) cos s — 3sintgsin s; 3sintg cos s + (6 + 3costp) sins; — - s} ;s €(0;2m).
T

Parametrické vyjadreni jednoho zavitu plochy je:

10
p(t,s) = [(6+3cost) cos s — 3sintsin s;3sintcoss + (6 + 3cost) sins;-s] ; t€(0;2m); s € (0;2m)
m

Az

x K Y
Obrazek 33: Vinuty sloupek pro ¢ € (0;27), s € (0;2m)

31



3.3 Dalsi sroubové plochy

w2

Priklad €. 10

Osa o sroubového pohybu je osa z, Sroubovy pohyb je pra-
votocivy, vyska zavitu v = 16. Napiste parametrické vyjadieni
jednoho zavitu plochy, ktera vznikne Sroubovym pohybem pa-
raboly k.

Parabola k lezi v roviné (x,z) a mé rovnici (z — 4)? = 2z.
Uvazujte ¢ast paraboly, pro z-ové soufadnice bodu této ¢ésti
plati 0 <z < 8.

Reseni

/)

Parametricky popis ¢asti paraboly je:

777 /Y
[]]
L]] ;

7
St

k(t) = [t+4;0; t;] L te (—4;4).

A

= 24|
7/]]]
(/]

TR
) 2 . . RO
Zvolime bod K = k(ty) = [to + 4; 0; 70] Parametricky popis sssm‘ X
2 AN
kruznice m v roviné « : z = %0, vychozi bod K, kruznice je ’0:‘.,' '//l
1

probihdna proti sméru hodinovych rucicek:

2
m(s) = [(to + 4) cos s; (to + 4) sin s; 20} ;s € (0;2m)
Obrazek 34: Plocha pro
Parametricky popis jednoho zavitu sroubovice bodu K je: t € (—4;4), s € (0;2m)

2
l(s) = [(to +4) coss; (tg +4) sins;EO + 5 3] ;s e (0;2m).
7r

Parametrické vyjadreni jednoho zavitu plochy je:
. t? 8
p(t,s) = [(t +4)coss; (t +4)sins; 5 s t € (—4;4); s € (0;2m)

™
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3.4 Priklady na procviceni

1

Osa o sroubového pohybu je osa z, sroubovy pohyb je levotocivy, redukovana vyska zavitu vy = 3.
Napiste parametrické vyjadieni jednoho zavitu plochy, kterd vznikne Sroubovym pohybem elipsy k.

Elipsa k lezi v roviné (y, z) a ma rovnici % + @ =1.

2

Je déna kruznice k v roviné (z, z),bod S[0;0;4] je jeji stied, polomér je r = 4. Osa o sroubového
pohybu je osa z, Sroubovy pohyb je pravotocivy, vyska zavitu v = 4 - r = 16. Napiste parametrické
vyjadfeni jednoho zavitu tzv. plochy kadefe, ktera vznikne Sroubovym pohybem zadané kruznice k.

3

Osa o Sroubového pohybu je osa z, sroubovy pohyb je levotocivy, vyska zavitu v = 18. Napiste
parametrické vyjadieni jednoho zavitu plochy, ktera vznikne Sroubovym pohybem ¢asti paraboly k.
Parabola k v roviné (y, z) mé rovnici (z —4)? = 4y. Uvazujte ¢dst paraboly, pro z-ové soutadnice bodt
této casti plati 0 < z < 8.

4

Osa o Sroubového pohybu je osa z, sroubovy pohyb je pravotocivy, redukovand vyska zavitu vg = 2.
Napiste parametrické vyjadreni jednoho zavitu plochy, kterd vznikne Sroubovym pohybem kruznice
k.

Kruznice k lezi v roviné (z,y), bod S[2;0;0] je jeji stied, polomér je r = 4.

5

Osa o Sroubového pohybu je osa z, Sroubovy pohyb je pravotocivy, vyska zavitu v = 12. Napiste
parametrické vyjadieni jednoho zavitu plochy, kterd vznikne Sroubovym pohybem asteroidy k.
Parametricky popis kiivky k je: k(t) = [5cos®t;5sin®¢;0]; ¢ € (0;27)
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4 Tecné roviny ploch

Je déana plocha p a na ni bod T. Tetnd rovina plochy obsahuje te¢ny vSech kiivek plochy, které
prochéazeji bodem 7.

Abychom ziskali tetnou rovinu plochy v bodé T, vybereme na plose dvé ruzné kiivky k a [, které
prochazeji bodem T'. Pokud te¢ny kiivek k a I v bodé T jsou rtizné, urcuji tyto teény teénou rovinu 7
plochy v bodé T'.

Postup se ukazeme na konkrétnim ptikladé.

Priklad ¢. 1

Je ddna kulové plocha p o sttedu O[0;0; 0] a poloméru r = 4. Napiste parametrické vyjadieni plochy.
Daéle napiSte obecnou rovnici teéné roviny plochy v jejim bodé T'[4;0;0].

Reseni

Kulovou plochu ziskdme rotaci kruznice k(t) = [4cost; 0;4sint]; ¢ € (0;27) kolem osy z.
Parametricky popis plochy je:

p(t,s) = [4costcoss;4dcostsins;dsint]; ¢ € (0;2m); s € (0;7).

Zjistime pro jaké hodnoty parametrii t a s budeme v bodé T[4;0;0] (T = p(?,?)). Redfme soustavu
rovnic:

4costcoss =4
4costsins =0
4sint =0

Z posledni rovnice je t € {0;7;27}. Po dosazeni t € {0;7; 27} do druhé rovnice mame sins = 0 a tedy
s € {0;w}. Vezmeme-li v ivahu i prvni rovnici, vyhovuji tyto kombinace:

T =p(0,0) = p(m,m) = (27,0).

Vyberme si T = p(27,0) = [4;0;0]. Nyni potfebujeme ziskat 2 kiivky prochdzejici bodem T'. Ty
ziskame z parametrického vyjadieni plochy tak, ze jeden parametr nechdme proménny a druhy budeme
fixovat (bud ¢ = 27 nebo s = 0).

Méme:

k(t) = p(t,0) = [4costcos0;4 costsin0;4sint] = [4cost;0;4sint]; ¢ € (0;2m),

l(s) = p(2m,s) = [4cos(2m) cos s;4 cos(2m) sin s; 4sin(27)] = [4 cos s;4sins;0]; s € (0;7).

Kftivka k je kruznice, kiivka [ pulkruznice, vypocitame teéné vektory:

K'(t) = (—4sint;0;4 cost)
I'(s) = (—4sin s; 4 cos s;0).

Te¢né vektory v bodé T dostaneme dosazenim hodnot parametriu:

K'(27) = (0;0;4) a I'(0) = (0;4;0).
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Pro obecnou rovnici roviny potiebujeme znat normélovy vektor. Ten ziskame vektorovym souCinem
tecnych vektora v bodé T":

(0;0;4) x (0;4;0) = (—16;0;0) ~ (1;0;0).
Obecn4d rovnice tecné roviny 7 je:
1-2+0-y+0-2+d=0.

Dosadime soufadnice bodu 7'[4;0;0]: 4 + d = 0 a mame d = —4.
Hledana rovnice tecné roviny 7 je:
z—4=0.

Pokud pouzijeme zbyvajici dvé kombinace (T = p(w,7) a T = p(0;0)) dostaneme stejnou rovinu.

zZ

y

Obrazek 35: Kulova plocha s te¢nou rovinou 7

Tecna rovina kulové plochy mé s plochou spoleény jeden jediny bod (bod dotyku). U obecnéjsich ploch
tomu tak nemusi byt, te¢nd rovina muze plochu ,fiznout“ v kiivce.

Priklad ¢. 2

Je déna rota¢ni plocha (anuloid) p(t,s) = [(6 + 3 cost)coss; (6 + 3cost)sins;3sint]; ¢ € (0;27);
s € (0;2m).
Napiste obecnou rovnici teéné roviny plochy v bodé T = p(w, 0).

Reseni

Bod T' m4 soufadnice T' = p(m,0) = [(6+3- (—1)) - 1; (6 — 3) - 0; 0] = [3;0;0].
Krivky plochy prochazejici bodem T’ jsou:

=

—
~

~—
I

p(t,0) = [6 + 3cost; 0;3sint] a
I(s) = p(m,s) = [3cos s;3sin s; 0],
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obé kfivky jsou kruznice. Te¢né vektory kiivek ziskame derivovanim:

K'(t) = (—=3sint; 0; 3 cost),
I'(s) = (—3sins;3cos s;0).
Tecné vektory kiivek v bodé T jsou:
K'(m) = (0;0; =3) ~ (0;0; 1),
I'(0) = (0;3;0) ~ (0;1;0).
Vektorovy soucin je: (0;0;1) x (0;1;0) = (—1;0;0) ~ (1;0;0).
Obecna rovnice te¢né roviny 7 je: x+d = 0. Po dosazeni soufadnic bodu 7" dostaneme hodnotu d = —3

a rovnice te¢né roviny 7 je:

T:x—3=0.

Obrézek 36: Anuloid s te¢nou rovinou 7

Tec¢nd rovina 7 feze anuloid v kiivce, kterd se nazyva Bernoulliova lemniskata.

0.6
0.4

0.2 1

-0.24

0.4

-0.6 1

Obrazek 37: Bernoulliova lemniskata
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Priklad €. 3

Je dédna ¢édst primkové sroubové plochy p(t, s) = [(4 — 4t) cos s;
(4 —4t)sins; 5t + 3s];  t € (0;1); s € (—2m; 2m).
Napiste obecnou rovnici teéné roviny plochy v bodé T' = p(0, 0).

ResSeni

Bod T mé soutadnice T = p(0,0) = [4;0;0].
Kiivky plochy prochazejici bodem T jsou:

k(t) = p(t,0) = [4 — 4£;0;5¢] a
I(s) = p(0,s) = [4cos s; 4sin s; 3s],

kiivka k je primka, kiivka [ je Sroubovice. Te¢né vektory kiivek
ziskame derivovanim:

K'(t) = (=4;0;5),

I'(s) = (—4sin s; 4 cos s; 3).

Tecné vektory kiivek v bodé T jsou: k'(0) = (—4;0;5) a I'(0) =
(0;4; 3). Vektorovy soucin je: (—4;0;5) x (0;4;3) = (—20;12; —16) ~
(5;—3;4).

Obecnd rovnice te¢né roviny 7 je: bx — 3y + 4z + d = 0. Po dosazeni
soufadnic bodu T" mame:

T:5r —3y+4z—20=0.

I v tomto prikladé te¢na rovina pronikd plochou, mé s ni spole¢nou
piimku a jesté rovinnou kiivku.

Obrazek 38: Primkova vyvrtkova

U nékterych ploch existuji body, ve kterych te¢na rovina neexistuje, )
plocha s te¢nou rovinou 7

tyto body nazyvame singularnimi body. Naptiklad vrchol kuzelové
plochy je singulédrni bod plochy.

Priklad ¢. 4

Je déna plocha p(t,s) = [t -sins;t - coss;4costcoss|; t € (0;2m); s € (0;2m).

Napiste obecnou rovnici teéné roviny plochy v bodé T' = p(0, 0).

Reseni

Bod T mé soutadnice T' = p(0,0) = [0; 0;4].

Kftivky plochy prochézejici bodem T jsou:

k(t) = p(t,0) = [0;¢;4 cost] a
I(s) = p(0,s) =[0;0;4 cos s].

Tecné vektory kiivek ziskdme derivovanim:

K'(t) = (0;1; —4sint),
I'(s) = (0;0; —4sin s).

Tecné vektory kiivek v bodé T jsou: k'(0) = (0;1;0) a I’(0) = (0;0;0) (bod T je singuldrnim bodem
kiivky 1). Vektorovy souéin je: (0;1;0) x (0;0;0) = (0;0;0)
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Tecénd rovina v bodé T neexistuje, je to singularni bod.

Obrazek 39: Na ploSe je vyznacena plocha se singuldrnim bodem T

Vidéli jsme v piikladé 2 a 3, ze muzeme vytvaret rovinné kiivky jako prunik plochy a roviny. Tato
rovina nemusi byt nutné te¢nd rovina. Budeme-li napiiklad fezat anuloid v piikladé 2 rovinami rov-
nobéznymi s teénou rovinou 7, ziskdme tzv. Cassiniho kfivky.

Z ploch muzeme ziskdvat i nové prostorové kiivky a to jako prunik dvou ploch. V poslednim piikladé
si ukazeme prinik kulové plochy a vélcové plochy, vysledna kiivka se nazyvéa Vivianiho okénko.

Priklad €. 5

Je ddna kulové plocha o stiedu O[0;0; 0] a poloméru r = 2. Déle je ddna rotaéni vélcova plocha, jejiz
Fidici kruznice m lezi v roviné (x,y), jeji stied je bod S[0; 1;0] a polomér je 1.

Reseni
Parametricky popis kulové plochy je:
p(t,s) = [2costsins;2costcoss;2sint]; ¢ € (0;2m); s € (0;7).
Parametricky popis rotacni valcové plochy zaéneme popisem kruznice m:
m(t) = [cost; 1 +sint; 0]; ¢ € (0;27). Vybereme bod K = k(tyg) = [costp; 1 + sintg; 0]. Parametricky
popis povrchové pifmky (rovnobézné s osou z) prochézejici bodem K je:
[(s) = [costp; 1 +sintp;s]; s e€R.

Popis vélcové plochy je:

q(t,s) = [cost;1+sint;s]; ¢ € (0;2m); s € R.

Na obrazku vidime prunikovou kfivku zadanych ploch, tzv. Vivianiho okénko. Kfivka je nazvana po
italském matematikovi Vincenzu Vivianim.
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Vivianiho okénko

1
|
1

|
1

D (t € (0;2m), s € (0;7))
q (t€(0;2m), s € (—2;2))

(a) Prunikem rota¢ni vdlcové a kulové plochy je kiivka
Vivianiho okénko

A

r— y

(b) Kiivka Vivianiho okénko

Obréazek 40: K prikladu ¢. 5
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5 Praktické vyuziti

Pokud se kolem sebe rozhlédnete, ur¢ité néjakou plochu objevite. Povrch obyc¢ejné tuzky byva céast
valcové plochy, na trychtyii je ¢ast kuzelové plochy, na vyvrtce muzete najit ¢asti Sroubovych ploch
(obr. 50a). Sroubové plochy jsou na vsech moznych sroubech a zdvitech (obr. 50c). Nékteré téstoviny
jsou tvaru €asti Sroubové plochy (pfed uvafenim) (obr. 50b).

Pokud vam nékdy spadla pocitacova mys a rozbila se, urcité vas zaujala kulicka uvnitt, kterd svym
pohybem udéva pohyb kurzoru na obrazovce (obr. 41a). Kulové plochy jsou také povrchem kulicek v
lozisku (obr. 41b). Nékteré lustry jsou tvofeny ¢astmi kulovych ploch.

Pokud jste nékdy pichli kolo, museli jste bud slepovat nebo vyménit dusi kola (obr. 42¢), ta m4
tvar anuloidu. Anuloid je také sou¢dsti Teslova transformétoru pro ziskdvani vysokych napéti (obr.
42b).

Povrch parabolickych zrcadel je ¢dst rotaéniho paraboloidu (obr. 45b), podobné je tomu u parabo-
lickych antén. Zajimavé je akustické zrcadlo pochéazejici z 1. svétové valky, jehoz povrch je také céast
paraboloidu (obr. 45a).

Rotacéni a Sroubové plochy jsou ¢asto vyuzivany ve stavebnictvi a architektuie. Tieba takovy okap
je slozen z ¢&sti valcovych ploch (obr. 46a). Také jednoduché klenby jsou ¢asti valcovych ploch (obr.
46b). Jiné vyuziti valcovych ploch vidime na Centre Pompidou (Pafiz, Francie) (obr. 46¢). Opera
v Sydney (Austrélie), navrzend v roce 1956 ddnskym architektem Jgrnem Utzonem, je zastieSena
skofepinami kulovych ploch (obr. 41c). Kupole budovy némeckého parlamentu (Berlin, Némecko)
je ¢ast protahlého elipsoidu (obr. 43a). Chladici véze jadernych elektraren maji tvar jednodilného
rotac¢niho hyperboloidu (obr. 44b). Tvar jednodilného hyperboloidu ma i rozhledna Bortuvka u obce
Hluboké (Pardubicky kraj, Ceské republika) (obr. 44a). Muzeum soucasného uméni v Nitéroi - autor
architekt Oskar Niemeyer vyuzil rotacni kuzelovou plochu (obr. 47). Muzeum je v Brazilii nedaleko
Rio de Janeira.

Obecnéjsi rotacni plochy jsou Casto vyuzivany jako stfechy. Na obrazku vidime zastieSeni kostela

Césti sroubovych ploch muzeme vidét u tocivych schodist. Delsi hrany schodu lezi na piimkéch
piimych Sroubovych ploch (obr. 49).

Na schodisti v muzeu Louvre (Paiiz, Francie) je vidét ¢ast vyvrtkové sroubové plochy (obr. 50d).

Na kostele Panny Marie Sedmibolestné v Bratislavé (Slovenskd republika) je stfecha tvofena vice
nez polovinou zavitu plochy tecen Sroubovice (obr. 52).

Nejruznéjsi ozdobné tordované sloupky z obdobi baroka jsou cyklické sroubové plochy. U vchodu do
chréamu Panny Marie Snézné v Olomouci (Ceské republika) vidime levotocivy i pravotocivy sroubovy
sloup (obr. 51).
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Kulova plocha

(a) Kulickovad mys (b) Kulickové loziska

(c) Opera v Sydney

Obrazek 41
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Anuloid

(a) Civka z Teslova transformétoru (b) Tesluv transforméator

(c¢) Duse kola

Obrazek 42
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Protahly elipsoid

(a) Kupole némeckého parlamentu (b) Némecky parlament

Obréazek 43

Jednodilny hyperboloid

(a) Rozhledna Boravka (b) Chladici véze jadernych elektréren

Obrazek 44
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Paraboloid

(a) Akustickd zrcadla (b) Parabolickd zrcadla

Obrazek 45

Valcova plocha

(c) Centre Pompidou (Paiiz, Francie)

Obrazek 46
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Kuzelova plocha

—

Obrazek 47: Muzeum soucasného uméni v Nitéroi

Zastireseni budov rotacnimi plochami

Obrézek 48: Sacré-Coeur (Kostel Nejsvétéjsiho srdee Jezisova) - Pafiz, Francie
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Prima primkova sroubova plocha

Obrézek 49: Tocité schodiste

Vyvrtkova primkova sroubova plocha

(a) Vyvrtka (b) Téstoviny

(c) Zavity (d) Muzeum Louvre v Pafizi, Francie

Obrézek 50
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Vinuty sloupec

Obrazek 51: Chram Panny Marie Snézné v Olomouci

Plocha tecen Sroubovice

Obrazek 52: Kostel Panny Marie Sedmibolestné
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6 Vysledky

Rotacni plochy
1

Parametricky popis plochy: p(t, s) = [(% + 2) - COS 8; (% + 2) -sins;t + 3} ;o teR; s e (0;2m).

i
v, BOSSSS
I". .--““\

Obrazek 53: Plocha pro t € (—5;5), s € (0;2m)

2

Parametricky popis plochy: p(t,s) = [(5 — 2cosht) - cos s; (5 — 2cosht) - sins; 3 + 3sinh¢];
t €R; s e (0;2m).

Obréazek 54: Plocha pro t € (—2;2), s € (0; 2m)
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3

Parametricky popis plochy: p(t,s) = [t - coss;t - sins;3sint]; t € (0;27); s € (0; 2m).

A

z

Obrazek 55: Plocha pro t € (0;27), s € (0;27)

4

Parametricky popis plochy: p(t,s) = [(2sint + 3) - cos s; (2sint + 3) - sins;t]; ¢t € (0;27);
s € (0;2m).

X Y
Obrazek 56: Plocha pro t € (0;2m), s € (0;27)
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5

Parametricky popis plochy: p(t, s) = [5 cos®t - cos s;5cos® t - sin s; 5sin® t] ;o t€(0;2m); s € (0;m).

Obrazek 57: Plocha pro t € (0;27), s € (0;27)

Sroubové plochy
1

Parametricky popis plochy: p(t,s) = [(2 + 2cost)sins; (24 2cost) cos s;3 + 3sint + 3s|; ¢ € (0; 2);
s € (0;2m).

Y
Obrazek 58: Plocha pro t € (0;2m), s € (0;27)
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2

Parametricky popis plochy kadete: p(t,s) = [4 cost-coss;4dcost -sins; 4+ 4sint + % : s} ;
t € (0;2m); s € (0;2m).

ZSS oSS
RS S
:t‘“““

%
7

7
77

Obrazek 59: Plocha kadete pro t € (0;27), s € (0; 2m)

3

Parametricky popis plochy: p(t,s) = [% - sin s; % -coss;t+ 4+ % : s} ; t e (—4;4); s € (0;27).

‘J’~<

Obréazek 60: Plocha pro t € (—4;4), s € (0;2m)
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4

Parametricky popis plochy: p(t,s) = [(2 + 4 cost) cos s — 4sintsins; 4sint cos s + (2 + 4 cost) sin s; 2s] ;
t € (0;27); s € (0;2m).

k
Obrézek 61: Plocha pro t € (0;27), s € (0;2m)

5

Parametricky popis plochy: p(t,s) = [5 cos® tcoss — 5sin® tsin s; 5sin® t cos s + 5 cos® ¢ sin s; % . s] ;
t € (0;2m); s € (0;2m).

Obrazek 62: Plocha pro t € (0;27), s € (0;2m)
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